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孔隙介质与液体界面上波动方程数值模拟的改进
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摘要 由于波场数值模拟的计算区域是有限的，为了压制截断边界造成的人工边界反射，通常采用完全匹配

层作为吸收边界条件。但是在含液 -固界面的弹性介质中进行正演模拟时，完全匹配层边界条件容易造成稳定
性方面的问题。因此，该文将多轴完全匹配层应用于该类介质的正演模拟，以改善完全匹配层边界条件引起的

不稳定问题。通过在具有弹性海底的海洋环境模型以及充填液体的井孔模型中进行弹性波方程的正演模拟，

分别采用传统的完全匹配层和多轴完全匹配层作为吸收边界条件，对比验证了多轴完全匹配层在含液 -固界
面弹性介质中数值模拟的有效性和稳定性。
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An improvement scheme for the wave equation simulation at the porous
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Abstract Due to the limited computation domain in wavefield simulation, the perfectly matched layer (PML)
is usually used as absorbing boundary condition to suppress the artificial reflection caused by the truncated
boundary. However, when simulating in elastic medium with liquid-solid interface, the stability problem for
PML arises easily. So multi-axial perfectly matched layer (MPML) is applied in the paper for the simulation of
the above medium, to modify the instability problem brought by PML. The elastic wave equation is simulated
in ocean environment model with elastic seabed and borehole model with liquid filling, where traditional PML
and MPML are used respectively, to compare and demonstrate the effectiveness and stability of MPML in
simulation of medium with liquid-solid interface.
Key words Liquid-solid interface, Finite difference, Perfectly matched layer, Multi-axial perfectly matched
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1 引言

自从1968年Alterman等 [1]首次将有限差分方

法 (Finite difference method, FDM)应用于层状介
质的弹性波动方程求解问题以来，FDM已经成功地
发展成为应用最为广泛的波动方程正演模拟数值

方法之一，并在复杂非均匀介质波场模拟领域发挥

着越来越重要的作用。有限差分法计算效率较高，

易于编程和并行运算，并且能够很好地处理各种强

不均匀介质问题，是声场模拟的一种快速而精确的

数值方法。

在波场数值模拟中由于计算区域是有限的，为

了压制截断边界造成的人工边界反射，通常采用完

全匹配层 (Perfectly matched layer, PML)作为吸
收边界条件。PML方法由Berenger[2]在 1994年最
先提出，后来又经过很多学者的改进，已经在波场

数值模拟领域得到了十分成功的应用。该方法的基

本思想是在研究区域的边界上加上一个吸收层，使

边界上传入吸收层的波随传播距离的增加呈指数

衰减，不产生反射，以此来达到消除边界反射的目

的 [3]。相比其他的边界条件，如指数衰减吸收边界

条件 [4]、旁轴近似吸收边界条件 [5]、廖氏吸收边界

条件 [6]、Higdon吸收边界条件 [7]，PML边界条件具
有最佳的吸收特性。

有研究指出，当应用于弹性波或者各向异性波

动方程时，由于介质的非均匀性以及自由边界条件

的施加，PML边界条件容易面临稳定性方面的问
题 [8]。在具有液 -固界面的弹性介质模型 (比如，具
有弹性海底的海洋环境模型以及充填液体的井孔

模型等)中进行弹性波方程的正演模拟时，也发现
了此类问题：随着有限差分迭代次数的增加，在液体

与固体的分界面处产生了异常值，该异常值随着时

间的推移不断增长，而且从PML边界处向内部区
域逐渐扩散，损害了内部区域的有效波场，最终造成

数值模拟的失败。

传统的PML吸收边界条件只能较好地衰减垂
直边界方向入射的波，在掠射情况下边界反射吸收

效果不佳，随着迭代误差的累积，出现指数增长解

而导致数值计算的不稳定。Meza-Fajardo等 [9]通

过求解PML方程系数矩阵的特征值 (有多重零根)，
验证了传统的PML不满足严格的渐近稳定性，因
而在数值模拟时容易出现不稳定的问题。在此基础

上提出了在多个正交方向同时衰减的多轴完全匹

配层 (Multi-axial perfectly matched layer, MPML)
边界条件，并通过特征值灵敏度分析方法证明，

MPML的稳定性与不同方向衰减因子的比例系数
有关 (PML情形下该系数为零，因而不稳定)。通过
调整该比例系数，系数矩阵特征值的实部向负半轴

移动，从而满足渐进稳定性条件，达到改善MPML
稳定性的目的。借鉴该思路，本文将MPML应用于
含液 -固界面弹性介质模型的正演模拟，以解决在具
有液 -固界面的弹性介质模型中数值模拟不稳定的
问题。在数值模拟阶段，分别在具有弹性海底的海

洋环境模型和充填液体的井孔模型中进行弹性波

方程的正演模拟，不失一般性，这两种情况下对应

的液 -固界面形状分别为水平层状和圆管状。两个
算例均得到了有效的模拟结果，验证了MPML在含
液 -固界面弹性介质中数值模拟的有效性、稳定性
和普遍适用性。

2 计算模型和计算方法

在交错网格中，借助空间四阶、时间二阶精度

的有限差分算子对具有一阶速度 -应力形式的弹性
波方程进行求解。同时，由于计算区域是有限的，在

波场模拟中采用MPML作为吸收边界条件，以压制
截断边界造成的人工反射，同时能够保证长时间数

值模拟的稳定性。

2.1 波动方程及其有限差分

在直角坐标系中，一阶速度 -应力形式的二维
弹性波方程如下所示：
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(1)

其中，vx、vz为x和 z方向的速度，τxx、τzz为正应力，

τxz为剪应力，λ、µ为拉梅系数，bx、bz表示密度的倒

数。采用空间四阶、时间二阶精度的交错网格有限

差分方法对方程 (1)进行求解，对应的离散格式为
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其中，Dx、Dz分别表示对x和 z的一阶微分算子，i、

j为分别为x和 z 方向的空间网格位置，k为时间层

位置，∆t为时间步长。而且对µ、bx、bz等参数的设

置遵循了Zeng等 [10]改进的真空法，如下所示：

µ∗
i+ 1

2 ,j+
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2
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(5)

通过式 (3)∼式 (5)保证了模型上边界处自由边界条
件的实现。而且通过该方法，在海水与海底交界处，

对应的液 -固界面处剪应力为零的边界条件也能自
动实现。

在波场模拟中由于计算区域是有限的，为了压

制截断边界造成的人工边界反射，本论文中采用

MPML作为吸收边界条件。该边界条件作为传统
PML边界条件的扩展，在多个正交方向同时引入衰
减因子，通过调整不同方向衰减因子的比例系数达

到改善MPML稳定性的目的。以x方向为例，传统

的PML方程中，只有一个衰减因子是空间变量x的

函数，即

dx = dx (x) , dy = 0, dz = 0, (6)

而在MPML中，三个正交方向上的衰减因子同为坐
标x的函数，即

dx = d(x)x (x) , dy = d(x)y (x) , dz = d(x)z (x) ,

d(x)y (x) = p(y/x)d(x)x (x) ,

d(x)z (x) = p(z/x)d(x)x (x) , (7)

其中，p(y/x)、p(z/x)分别为 y、z方向衰减因子的比例

系数，通过调整该系数可达到改善计算结果稳定性

的目的 [9]。当比例系数均为零时，MPML方程 (7)
退化为传统的PML形式方程 (6)。在高泊松比介质
中，MPML能保证数值模拟的稳定性。

2.2 数值模拟和算例分析

本文中设计了两个模型：具有弹性海底的海洋

环境模型以及充填液体的井孔模型。对方程 (2)迭
代计算，即可得到不同时刻的波场值。采用MPML
作为吸收边界条件，即在模型的正演模拟中，将模型

的左右边界及下边界设为MPML层，以有效地压制
边界处的人工反射，同时与采用了PML层的模型
正演模拟结果对比，验证MPML在长时间数值模拟
方面的稳定性优势。

图 1为具有弹性海底的海洋环境模型，海水
深度 50 m，数值模拟时震源设置在水深 45 m处
(图 1中星形所示)，在震源右侧距离分别为 500 m、
1500 m、2500 m、3500 m、5000 m、10000 m的六个
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图 1 含液 -固界面狭长模型 (以源距 500 m为例)
Fig. 1 Elongated model with liquid-solid interface
(take source-receiver interval of 500 m for example)
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位置放置了接收器 (图1中倒三角所示，为了显示美
观，仅给出了源距 500 m的情形)。震源采用主频为
50 Hz的Ricker子波。

图2为分别采用PML和MPML作为吸收边界
条件时六个接收位置记录到的波形，记录长度为

10 s。从图 2上看，两种边界得到的结果相似。但
是，当接收记录长度扩展为 40 s时，如图 3所示，采
用PML吸收边界条件的数值模拟出现了不稳定现
象，而且该异常值幅值特别大，使得真实的波场信

号无法识别，而采用MPML吸收边界条件则较好地
控制了数值模拟的稳定性，得到了有效的波形记录。

在后续的模拟中，将接收记录长度延长至 100 s (图
略)，采用了MPML边界的结果仍然是稳定的。

图 4为充填液体的井孔模型 (二维横切面)，模
型中心为井孔，内有液体，靠近井孔的地层为慢地

层，远离井孔的地层为快地层，地层速度如图 4所
标示。在井孔中居中布置了偶极子声源 [11]和接收

器，震源主频为 4 kHz。图5给出了沿井轴不同源距
处接收到的波形记录，从图 5上可以看到，当记录长
度为 9 ms时，采用PML和MPML作为吸收边界条
件的数值模拟结果基本一致。但是，当记录长度增

加至 0.9 s时，如图 6所示，采用PML作为吸收边界
情形下的模拟计算出现数值溢出的现象，造成正演

模拟的失败，而采用MPML能维持数值计算的稳定
性，给出有效的计算结果。
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图 2 不同源距处接收信号，记录长度 10 s
Fig. 2 Signal at different source-receiver distances with record length of 10 s
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图 5 不同源距处接收信号，记录长度 9 ms
Fig. 5 Signal at different source-receiver distances with record length of 9 ms
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Fig. 6 Signal at different source-receiver distances with record length of 0.9 s
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在具有弹性海底的海洋环境模型以及充填

液体的井孔模型中正演模拟，分别采用PML和
MPML作为吸收边界条件，在短时间模拟情况下
二者均可以得到有效稳定的记录，但是当模拟时间

加长，配置了PML的模型正演模拟出现不稳定的
现象，造成数值模拟的失败，而采用MPML的模型
整个计算过程中能够保持数值的稳定，能提供有效

的波场记录。通过该数值模拟的对比，MPML在含
液 -固界面弹性介质正演模拟的有效性和稳定性得
到了验证。

本论文可以得到以下结论：对于短源距或者短

时间模拟，PML是可行的；当源距较大或者模拟时
间长时，PML在液 -固界面处容易出现不稳定性的
问题；在含液 -固界面狭长模型及井孔模型中的测试
结果表明，MPML能确保数值模拟的稳定性，因而
适用于大源距或者长时间的含液 -固界面弹性介质
正演模拟。在今后的工作当中，拟将本文的这种吸

收边界条件用于各种远距离声场的数值模拟和分

析，包括但不限于远探测声反射成像测井的井孔声

场或者浅海低频声源激发的远程海底地震波等等。
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