
第 38 卷 第 2 期 Vol. 38, No. 2
2019 年 3 月 Journal of Applied Acoustics March, 2019

⋄ 研究报告 ⋄

矩形法兰孔孔口模态辐射阻抗的计算与分析∗

李家柱1,2,3† 叶望青1,2 钟秤平3 陈 剑1,2 刘 策1,2

(1 合肥工业大学机械工程学院噪声振动工程研究所 合肥 230009)

(2 安徽省汽车NVH工程技术研究中心 合肥 230009)

(3 江西省汽车噪声与振动重点实验室 南昌 330001)

摘要 针对半空间矩形法兰孔孔口模态辐射阻抗计算困难的问题，提出一种模态辐射阻抗的计算方法。该方

法通过坐标变换将四重积分转换为二重积分并消除奇异积分，且将这一系列过程通过MATLAB内置函数直
接实现，显著降低了模态辐射阻抗计算的复杂程度。通过对比与分析，验证了该方法的正确性，得到了自模态

辐射阻抗随模态阶次增加峰值逐渐往高频移动且呈减小趋势、互模态辐射阻抗相比于自模态辐射阻抗小到可

以忽略不计的性质。
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Abstract Aiming at the difficulty in calculating modal radiation impedance of flanged rectangular aperture
orifice, a method for modal radiation impedance calculation was presented. In this method, the quadruple
integral was transformed to double integrals and the singular integrals were eliminated via coordinate transfor-
mations. All the procedures were implemented in MATLAB by its built-in functions directly and the complexity
of modal radiation impedance calculation was decreased dramatically. The method was validated and prop-
erties of modal radiation impedance were obtained via calculation and analysis. The analysis shows that:
the amplitude frequency of modal radiation impedance is increased and the amplitude of self-modal radiation
impedance is decreased with the increasing of modal order, the amplitude of cross-modal radiation impedance
is negligibly small compared to self-modal radiation impedance.
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0 引言

孔口模态辐射阻抗的计算是矩形法兰孔声传

递损失 (Transmission loss, TL)计算的基础，是开
展大尺寸百叶窗隔声量计算的关键环节。大尺寸百

叶窗结构在建筑物外立面、暖通系统以及高铁减载

式声屏障等领域应用广泛。矩形法兰孔孔口模态辐

射阻抗表达式是包含半空间格林函数和两组模态

振型的四重积分，该积分存在奇异点，现有的高阶

积分算法和计算软件无法直接求解 [1]。对于这类问

题，多数学者通过坐标变换将积分降为三重或二重

积分，然后采用高斯求积来求解 [2−5]。这种方法实

现了积分的精确求解，但在积分变换后，表达式需根

据相应的阶次进行讨论，且高斯求积方法虽较成熟，

但并非MATLAB等软件的内置函数，仍需编写高
斯求积程序。Sha等 [1]则在将四重积分降为二重积

分后，将结构划分为网格，利用边界条件、波数近似

和傅里叶变换等方法来加速求解模态辐射阻抗，该

方法需根据结构的尺寸、波数等参数改变网格大小，

计算过程较复杂且计算速度不够理想。Li等 [6−7]、

沈苏等 [8]和Leppington等 [9]等通过坐标变换、参

数讨论等方法将这类积分降为一重积分，简化了

积分最终的求解表达式并提高了计算速度。Davy
等 [10]在将四重积分降为一重积分的基础上，通过

改写最终表达式消除了奇异积分的影响。然而，这

类将四重积分降为一重积分的方法推导过程复杂

且需进行参数讨论，如果初始的模态辐射阻抗表达

式与文献中的表达式有差异，就需重新推导，对理论

知识要求较高且工作量大。

鉴于此，本文在吸收以上学者成果的基础上，

通过坐标变换将四重积分转换为二重积分并消除

奇异积分，且将该过程直接采用MATLAB的内置
函数来实现。在实现四重积分求解的基础上，通过

详细计算和对比，验证方法的正确性，最后分析矩形

法兰孔孔口模态辐射阻抗的性质。

1 矩形法兰孔孔口模态辐射阻抗计算

1.1 矩形法兰孔孔口模态辐射阻抗表达式

声源表面的声压与振速的比值称为声源的辐

射阻抗 [11]。图 1为矩形法兰孔示意图，该孔孔口处
为无限大壁面形成的半空间，孔口的振动单元可视
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图 1 矩形法兰孔示意图

Fig. 1 Schematic diagram of flanged rectangular aperture

为空气薄膜，由于受孔口约束，空气薄膜的四边仅有

图 1所示的 z向平动自由度，其振动模态对应孔口

截面模态。空气薄膜各阶振动模态对应的辐射阻抗

即为矩形法兰孔孔口模态辐射阻抗，其表达式为 [5]

Zmnpq

=
jkfZf

S

∫
S

∫
S

ϕmn (x, y)G (x, y, x0, y0)

× ϕpq (x0, y0)dS (M0)dS (M) , (1)

式 (1)中，j为虚数单位，kf和Zf分别为波数和声传

播介质的特征阻抗，本文以空气为声传播介质，则

Zf为空气的特征阻抗，ϕmn(x, y)和ϕpq(x0, y0) 分

别为空气薄膜的 (m,n)和 (p, q)阶模态的振型，表达
式分别为

ϕmn(x, y)

= cos
[
mπ (x+ a)

2a

]
cos
[
nπ (y + b)

2b

]
, (2)

ϕqp(x0, y0)

= cos
[
pπ (x0 + a)

2a

]
cos
[
qπ (y0 + b)

2b

]
, (3)

G(x, y, x0, y0)为半空间格林函数，其表达式为

G (x, y, x0, y0) =
e−jk0

√
(x−x0)

2+(y−y0)
2

2π

√
(x− x0)

2
+ (y − y0)

2
. (4)

将式 (2)∼(4)以及S = 4ab代入式 (1)可得
(m,n, p, q)阶模态辐射阻抗表达式为

Zmnpq

=
jkfZf
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1.2 积分变换

式 (5)是以x0、y0、x、y为积分变量的四重积分，

积分区间分别为 (−a, a)、(−b, b)、(−a, a)、(−b, b)，在
x = x0且 y = y0处，积分函数趋于无穷大，无法直

接计算。为求解该积分，采用换元法，令

κ = x− x0, ς = x+ x0,

τ = y − y0, γ = y + y0, (6)
可得

x = (κ+ ς)/2, x0 = (ς − κ)/2,

y = (τ + γ)/2, y0 = (γ − τ)/2. (7)

雅可比矩阵为

Jx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂κ

∂x

∂ς

∂x0

∂κ

∂x0

∂ς

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣

1

2

1

2

−1

2

1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

2
. (8)

同理，Jy = 1/2，此时式 (5)变换为

Zmnpq =
jkfZf
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式 (9)中：
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式 (10)∼(13)均可对 ζ和γ积出解析表达式，式 (9)
将被转换为四个以κ和 τ为积分变量的二重积分之

和。然而，当κ和 τ趋于零时依然会造成积分中格林

函数分母趋于零，该积分存在奇异性，需做一次极坐

标变换，令：

κ = ρ cos θ, τ = ρ sin θ, (14)

变换后的式 (9)被转换为极坐标下的二重积分，该
积分可直接使用MATLAB内置的数值积分函数求
解，无需采用高斯求积或对模态阶次进行讨论。

1.3 MATLAB求解
第1.2节所述过程可在MATLAB中完成，主要

有以下几步：

(1) 根据式 (2)∼(4)，在MATLAB中定义模态
振型函数ϕmn (x, y)、ϕpq (x0, y0)以及半空间格林函

数G (x, y, x0, y0)。

(2) 将变量代换式 (7)带入第 (1)步定义的函
数，得到变量代换后的模态振型表达式和半空间格

林函数表达式。

(3) 将变量代换后的模态振型和半空间格林函
数表达式代入式 (5)，即得到新的模态辐射阻抗表达
式 (9)，要对式 (9)求解，需分别对式 (10)∼(13)求定
积分。

(4) 在MATLAB中采用 int函数对式 (10)∼
(13)中的变量 ζ和 γ求定积分，将式 (10)∼(13)由
四重积分转换为仅含变量κ和 τ的二重积分，此步

在MATLAB中可积出解析表达式。
(5) 降维后的式 (10)∼(13)由于包含半空间格

林函数而存在奇异性，此时在MATLAB中根据
式 (14)进行极坐标变换，消除奇异积分，得到极坐
标下的积分表达式。

(6) 最后利用MATLAB积分函数quad2d分别
对降维和极坐标变换后的式 (10)∼(13)求数值积分，
将式 (10)∼(13)求解结果代入式 (9)即可求得矩形
法兰孔孔口模态辐射阻抗。

2 计算结果验证

2.1 (0,0,0,0)阶模态辐射阻抗验证
矩形法兰孔孔口的 (0,0,0,0)阶模态辐射阻抗就

是矩形活塞声源的辐射阻抗，矩形活塞声源辐射阻

抗表达式和相关计算数据可在文献 [12]中查阅。如
图 2所示，法兰孔孔口尺寸为长宽均为 1 m的正方

形，图2中Z(0,0,0,0)为 (0,0,0,0)阶模态辐射阻抗，Z0

为空气的特征阻抗，Z(0,0,0,0)/Z0为归一化的模态辐

射阻抗，k为波数，req 为等效半径，req =
√
4ab/π。

由图 2可知，本方法算得的 (0,0,0,0)阶模态辐射阻
抗与矩形活塞声源辐射阻抗实部和虚部一致性很

好，说明本方法计算 (0,0,0,0)阶模态辐射阻抗是正
确的。
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图 2 (0,0,0,0)阶模态辐射阻抗验证
Fig. 2 Radiation impedance validation of order
(0,0,0,0)

2.2 高阶模态辐射阻抗验证

由于高阶模态辐射阻抗难以通过仿真或实验

直接得到，因此本文将模态辐射阻抗计算方法代入

矩形法兰孔声传递损失计算中来。通过代入本文阻

抗计算方法的Superposition法与Sgard等 [5]、声学

有限元法以及实验 [13]的对比，间接验证本方法的

正确性。

矩形法兰孔的声传递率与其孔口模态辐射阻

抗的关系为 [13]

τ (θi, ϕi) =
∞∑

m=0

∞∑
n=0

ρ0c

cos θi

(
kmn

Zfkf

)2

×
∣∣∣∣ 2F ′

mn

N2
mn (AZs +B + CZ2

s +DZs)

∣∣∣∣2
× Zmnmn, (15)

式 (15)中，Zmnmn为孔口第 (m,n,m,n)阶模态辐射
阻抗，该式已利用本文的结论之一：互模态辐射阻抗

相比于自模态辐射阻抗在多数计算中可以忽略不

计的性质进行了简化，只计算了自模态辐射阻抗部

分。关于孔口模态辐射阻抗性质的分析将在本文后

续小节中加以论述。

声传递损失与声传递率的关系为 [13]

TL = −10 lg τ, (16)
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从而可以根据式 (16)求得矩形法兰孔的声传递损
失，式 (15)和式 (16)中部分参数的具体描述请见参
考文献 [13]。

图 3和图 4对比了代入本文阻抗计算方法的
Superposition法 [13]和Sgard等 [5]方法的计算结果，

矩形孔尺寸均为Lx=0.4 m，Ly=0.2 m，Lz=0.3 m。
图 3为法向入射时的声传递损失，图 4是入射角度
为斜 45◦时的声传递损失。图 3中Sgard等的数据
为采用其论文中的算法计算得到，经对比二者几乎

相等。图 4中Sgard等的数据为直接从其论文的图
中提取出来，略微存在一定误差，这主要是提取数据

的误差造成的。
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图 3 法向入射条件下矩形孔声传递损失验证

Fig. 3 TL validation of a rectangular aperture
with normal incident
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图 4 倾斜入射条件下矩形孔声传递损失验证

Fig. 4 TL validation of a rectangular aperture
with oblique incident

图 5为散射声场中代入本文阻抗计算方法的
Superposition法 [13]、Trompette等 [14]的实验以及

声学有限元法的对比，矩形孔尺寸为Lx=0.06 m，
Ly=0.13 m，Lz=0.3 m。观察图5可知，三条曲线一
致性较好。

以上通过将本文模态辐射阻抗计算方法

代入 Superposition法， 与 Sgard等的计算结果、

Trompette等的实验结果以及声学有限元法的结
果对比，取得了很好的一致性，从侧面验证了本方法

计算高阶模态辐射阻抗的正确性。
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图 5 散射声场中矩形孔声传递损失对比

Fig. 5 TL validation of a rectangular aperture in
diffuse acoustic field

3 计算结果分析

3.1 自模态辐射阻抗分析

当式 (1)中m = p或n = q时的模态辐射阻抗

称为自模态辐射阻抗，图6和图7为孔口边长为1 m
的正方形法兰孔孔口的前 7阶自模态辐射阻抗实部
和虚部的对比。

观察图6和图7，可得如下结论：
(1)随着模态阶次的增加，自模态辐射阻和自模

态辐射抗的峰值总体呈减小趋势，但不是单调递减

的，高阶次的峰值可能高于低阶次的峰值。

(2)随着模态阶次的增加，自模态辐射阻和自模
态辐射抗的峰值对应的kreq均逐渐增大，由于 req

为等效半径，为常数，即对应的波数k增大，亦即对

应的频率逐渐增大。
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图 6 自模态辐射阻对比 (Lx = 1 m、Ly = 1 m)
Fig. 6 Resistance comparison of self-modal radi-
ation impedance(Lx = 1 m、Ly = 1 m)
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图 7 自模态辐射抗对比 (Lx = 1 m、Ly = 1 m)
Fig. 7 Reactance comparison of self-modal radi-
ation impedance(Lx = 1 m、Ly = 1 m)
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图 8 自模态辐射阻对比 (Lx = 0.5 m、Ly = 1 m)
Fig. 8 Resistance comparison of self-modal radi-
ation impedance(Lx = 0.5 m、Ly = 1 m)
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图 9 自模态辐射抗对比 (Lx = 0.5 m、Ly = 1 m)
Fig. 9 Reactance comparison of self-modal radi-
ation impedance(Lx = 0.5 m、Ly = 1 m)

(3)孔口形状为正方形时，由于对称性，(m,n,m,n)
与(n,m,n,m) 阶自模态辐射阻和自模态辐射抗相等。

进一步，选取孔口边长分别为Lx = 0.5 m、
Ly = 1 m的矩形法兰孔，计算其孔口模态辐射阻抗

并分析其规律。

观察图 8和图 9，并结合图 6和图 7可知，当法
兰孔孔口形状为长方形时，其模态辐射阻抗的性质

与孔口形状为正方形时相似。不同之处在于，其不

具有 (m,n,m,n)与 (n,m,n,m)阶模态辐射阻和模态
辐射抗相等的对称性，是因为长方形的边长不相等。

3.2 互模态辐射阻抗分析

当式 (1)中 m̸=p或n ̸=q时的模态辐射阻抗称

为互模态辐射阻抗，仍以孔口边长分别为Lx =
0.5 m、Ly = 1 m的矩形法兰孔为对象进行对比和
分析。观察图10和图11，并结合图6∼图9可知：

(1)四个阶次的互模态辐射阻和辐射抗的峰值
相比于自模态辐射阻和辐射抗的峰值均小很多，峰

值最大的 (1,2,3,4)阶互模态辐射阻抗也比自模态辐
射阻抗小1∼2个数量级。

(2)由图 10、 图 11和表 1可知， 另三阶比
(1,2,3,4)阶模态辐射阻抗小多个数量级。

-0.03

-0.01

0.01

0.03

0.05

0 5 10 15

Re(0,0,0,1) Re(1,2,3,4)

Re(1,2,2,4) Re(3,4,4,3)

Z
m
n
p
q
⊳
Z


kreq

图 10 互模态辐射阻对比 (Lx = 0.5 m、Ly = 1 m)
Fig. 10 Resistance comparison of cross-modal ra-
diation impedance(Lx = 0.5 m、Ly = 1 m)
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图 11 互模态辐射抗对比 (Lx = 0.5 m、Ly = 1 m)
Fig. 11 Reactance comparison of cross-modal ra-
diation impedance(Lx = 0.5 m、Ly = 1 m)
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表1 互模态辐射阻抗对比

Table 1 Comparison of cross-modal radiation impedance

kreq
(0,0,0,1) (1,2,3,4) (1,2,2,4) (3,4,4,3)

Re Im Re Im Re Im Re Im

0.73 −2.54×10−17 −1.59×10−17 6.25×10−8 3.30×10−4 −9.62×10−19 −9.93×10−20 −2.58×10−18 −3.97×10−18

1.46 −2.86×10−17 1.91×10−17 7.67×10−6 6.98×10−4 −1.29×10−18 1.19×10−18 −5.86×10−18 0

2.19 2.38×10−18 1.79×10−17 8.45×10−5 1.11×10−3 8.94×10−19 2.68×10−18 −5.51×10−18 0

2.92 3.02×10−17 6.36×10−18 1.33×10−4 1.38×10−3 2.38×10−18 2.78×10−18 1.99×10−18 −1.59×10−18

3.65 6.95×10−18 −2.58×10−17 −6.29×10−4 1.84×10−3 4.47×10−18 5.46×10−18 1.49×10−18 0

4.38 −1.19×10−17 −1.19×10−18 −1.82×10−3 4.71×10−3 9.53×10−18 1.49×10−18 −1.19×10−18 −2.38×10−18

5.12 2.19×10−17 1.11×10−17 1.05×10−3 1.06×10−2 −1.39×10−18 3.48×10−19 −4.17×10−18 4.17×10−18

5.85 3.36×10−17 −1.75×10−17 1.12×10−2 1.29×10−2 9.53×10−18 −1.03×10−17 −9.53×10−18 −3.18×10−18

6.58 3.13×10−18 −2.59×10−17 2.18×10−2 4.46×10−3 −6.26×10−18 −5.36×10−18 1.43×10−17 −5.36×10−18

7.31 −2.36×10−17 −2.48×10−17 2.22×10−2 −1.03×10−2 −9.93×10−19 2.98×10−18 −1.19×10−17 9.93×10−19

8.04 −2.24×10−17 1.31×10−17 1.26×10−2 −2.03×10−2 0 3.82×10−18 −3.50×10−17 1.97×10−17

8.77 −1.97×10−17 2.03×10−17 6.01×10−4 −2.18×10−2 −5.96×10−19 −6.37×10−18 −9.53×10−18 3.34×10−17

9.50 6.45×10−19 1.42×10−17 −8.85×10−3 −1.70×10−2 −3.23×10−18 −2.90×10−18 2.32×10−17 5.16×10−18

10.23 1.62×10−17 4.17×10−18 −1.33×10−2 −8.29×10−3 −2.78×10−18 1.39×10−18 7.65×10−18 −2.22×10−17

10.96 −1.10×10−17 −1.97×10−17 −1.12×10−2 −1.54×10−4 1.19×10−18 1.78×10−18 −1.64×10−17 5.96×10−18

11.69 −8.14×10−18 5.56×10−18 −5.94×10−3 3.05×10−3 1.59×10−18 −5.96×10−19 9.53×10−18 1.59×10−17

12.42 −1.89×10−17 1.35×10−17 −2.13×10−3 2.53×10−3 9.50×10−19 −1.06×10−19 1.01×10−17 4.22×10−18

13.15 3.54×10−17 −2.37×10−17 −3.46×10−4 8.36×10−4 3.80×10−18 −3.60×10−18 1.61×10−17 −5.28×10−18

13.89 −3.13×10−17 −3.30×10−17 −1.55×10−4 −1.13×10−3 −1.42×10−18 −1.77×10−19 2.83×10−18 −9.43×10−19

14.62 −5.17×10−17 −9.93×10−18 −1.81×10−3 −1.96×10−3 −1.18×10−18 −1.18×10−18 −1.49×10−18 −6.45×10−18

4 结论

论文详细阐述了矩形法兰孔孔口模态辐射阻

抗积分表达式坐标变换的过程及其在MATLAB中
的实现方法，对计算结果进行了验证并分析了模态

辐射阻抗的性质，结论如下：

(1)通过坐标变换将四重积分转换为二重积分
并消除了奇异积分，且将计算过程直接利用MAT-
LAB软件的内置函数实现，不再需要推导公式且不
再需要根据模态阶次讨论模态辐射阻抗的具体表

达式，显著降低了积分求解的复杂程度。

(2)随着模态阶次的增加，自模态辐射阻抗峰值
总体呈减小趋势但并非单调递减，峰值对应的频率

逐渐增大。

(3)自模态辐射阻抗显著大于互模态辐射阻抗，
往往相差多个数量级，结合实际情况可只计算自模

态辐射阻抗部分，以显著降低计算工作量、提高计

算速度。
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