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四阶带通箱的自回归滑动平均模型∗
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摘要：建立扬声器系统的离散时间模型是对其进行数字控制的基础。研究给出了使用LR-2理论优化的四阶
带通箱的自回归滑动平均模型，推导其传递函数方程组，构建其时域差分迭代式，形成离散时间形式的表述，

用以描述系统的瞬态行为。实验结果表明，与基于状态空间方程的差分求解方法相比，该文给出的自回归滑动

平均模型更为稳定精确，对采样率的要求更低。该方法为实现对扬声器的前馈数字控制提供了参考。
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Autoregressive moving average model of fourth-order band-pass
loudspeaker systems
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Abstract: Discrete-time model is the basis for digital controlling the loudspeaker system. An autoregressive
moving average (ARMA) model of fourth-order band-pass loudspeaker system improved by LR-2 theory is
proposed. Transfer function of the model is presented and then transformed to time domain difference equations
to depict the instantaneous status of the loudspeaker system. The experimental results illustrate that, compared
with the numerical simulation results from the state-space equation, the ARMA model proposed in this paper
is more stable and precise, also shows lower sampling rate requirements. The proposed method provides a
reference for the realization of feedforward digital control of loudspeakers.
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0 引言

数字信号处理技术现已广泛应用于扬声器系

统之中，以实现均衡、过载保护、参数辨识、失真补偿

等诸多功能 [1−2]，达到提升音质、优化性能的目的。

这些功能都要依托于前馈式数字控制器来实现，这

要求对扬声器系统建立稳定而精确的离散时间模

型，实时地预测扬声器系统的状态量，供给数字处理

模块，使其正常工作。

建立扬声器系统的离散时间模型主要有两种

方法。一是建立扬声器系统的状态空间方程 (State-
space, SS)，运用差分方法进行求解 [3−4]；二是基

于系统传递函数，构建其自回归滑动平均 (Autore-
gressive moving average, ARMA) 模型。SS模型原
理简单，但对采样率要求较高，稳定性差，精确程度

不足。ARMA模型对采样率的要求低，稳定性好，相
比于SS模型更加精确，且由于其等价于无限冲激响
应 (Infinite impulse response, IIR)滤波器，适用自
适应滤波器理论，因此应用更广。
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许多学者在建立扬声器系统的ARMA模型方
面做了工作。Kundsen等 [5]从扬声器振膜速度的传

递函数出发，将扬声器单元模型等效为一个自适应

滤波器，建立时域差分方程，得到其集总参数类比线

路图力学端的离散时间模型；Bright [6−7]在忽略电

感的情况下给出了扬声器单元类比线路图电学端

的时域迭代公式，将其用于辨识，取得了很好的效

果；朱志鹏等 [8]进一步对Bright的模型进行优化，
在电学端加上了等效电感，提高了离散时间模型的

精确程度。

然而上述的ARMA模型对于音圈电感的建模
仍然较为简单，模型精确程度不足。且它们都是针

对简单的扬声器单元或者封闭箱系统，对四阶带通

箱这种体积小、效率高、声学端负载相比单元更复

杂的扬声器系统 [9−10]的建模工作，还是停留在使

用前向欧拉法建立SS模型，对仿真采样率要求较
高，计算代价较大。

本文进一步使用LR-2理论 [11]对音圈电感进

行优化，并且就具有复杂声学端负载的四阶带通箱

建立ARMA模型。从四阶带通箱的状态空间方程
出发，给出其集总参数模型的系统传递函数方程组，

将其离散化后得到时域差分迭代式。通过实验将

本文给出的ARMA模型与SS模型进行对比，说明
ARMA模型更加稳定与精确，因此更具应用价值。

1 理论分析

1.1 四阶带通箱模型

四阶带通箱是声学带通滤波器阶数为四的扬

声器系统，扬声器单元镶嵌在箱体内部隔板上，系统

辐射声源为声导管，其结构示意图如图1所示。在建
立扬声器系统集总参数类比线路图时，使用Klippel
提出的LR-2理论对其进行优化，在模型中增加了
串联次级电感电阻，其等效类比线路图如图 2所示。

图2中模型参数与状态变量说明如下：
模型参数：

RE—扬声器单元音圈直流电阻；

LE—扬声器单元音圈等效电感；

L2—音圈副电感；

R2—音圈涡流电阻；

Bl—扬声器单元的力电耦合因数；

RMS—包含空气负载的扬声器单元的等效

力阻；

MMS—包含空气负载的扬声器单元振动系统

的等效质量；

CM—扬声器单元悬置系统和腔体 1内空气的
总等效力顺；

S—扬声器单元振膜的有效辐射面积；

CAB2—腔体2内空气的等效声顺；
MAP—声导管的等效声质量；

RAP—声导管的等效声阻。

状态变量：

u—扬声器系统两端电压；

i—流经扬声器单元音圈的电流；

i2—流经音圈副电感的电流；

v—扬声器单元振膜的振动速度；

US—腔体1空气的容积速度；
UP—声导管内空气的容积速度；

pa—声导管所在腔体的声压。

1

2

图 1 四阶带通箱的结构示意图

Fig. 1 Schematic drawing of the fourth-order
band-pass loudspeaker system
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图 2 四阶带通箱集总参数模型的类比线路图

Fig. 2 Equivalent circuit of the fourth-order band-pass loudspeaker system
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与之对应的四阶带通箱的状态空间方程写为

ẋ =
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u, (1)

x =
[
i x v UP pa i2

]T
. (2)

1.2 系统模型离散化

基于状态空间方程式 (1)使用前向欧拉法进行
仿真得到的系统离散时间模型即SS模型。前向欧
拉法是基于前向差分法对传递函数进行离散化的，

这种方法基于积分的矩形法则，较为简单但是畸变

严重、等效精度较差，且只能将 s左半平面的一个有

限半径的圆映射到 z平面的单位圆，所以当 s域传

递函数稳定时，z域传递函数不一定稳定；而双线性

变换法与零极点匹配法精度较高、频率特性保真度

较好，当 s域传递函数稳定时，z域传递函数一定稳

定 [12]。因此下文将状态空间方程改写成传递函数

的形式，利用双线性变换法和零极点匹配法对其进

行离散化，建立系统的ARMA模型。
将状态空间方程改写成偏微分方程组并对其

进行拉普拉斯变换，将电学端、力学端、声学端状态

量合并，得到用 3个系统状态量 i、v、pa表示的传递

函数方程组：

i = L−1

{
L2s+R2

L2LEs2 + (REL2 +R2LE +R2L2) s+RER2

}
∗ (u−Blv) ,

v = L−1

{
CMs

MMSCMs2 +RMSCMs+ 1

}
∗ (Bli− paS) ,

pa = L−1

{
MAP s+RAP

MAPCAP s2 +RAPCAP s+ 1

}
∗ (Sv) ,

(3)

其中，L−1表示求逆拉普拉斯变换，∗为卷积符号。
提取其中的 s域传递函数：

Hi (s) =
L2s+R2

L2LEs2 + (REL2 +R2LE +R2L2)s+RER2
,

Hv (s) =
CMs

MMSCMs2 +RMSCMs+ 1
,

Hp (s) =
MAP s+RAP

MAPCAP s2 +RAPCAP s+ 1
.

(4)

使用双线性变换法将电学 s域传递函数离散化，使用零极点匹配法将力学和声学 s域传递函数离散化，

得到 z域传递函数及时域差分方程：
Hi (z) =

bi0 + bi1z
−1 + bi2z

−2

1 + ai1z−1 + ai2z−2
, Hv (z) =

bv
(
z−1 − av2z

−2
)

1 + av1z−1 + av2z−2
,

Hp (z) =
bp

(
1 + (1− ap2) z

−1 − ap2z
−2

)
1 + ap1z−1 + ap2z−2

,

(5)
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i(n) = bi0
(
u(n)−Blv(n)

)
+ bi1

(
u(n− 1)−Blv(n− 1)

)
bi2

(
u(n− 2)−Blv(n− 2)

)
−ai1i(n− 2)− ai2i(n− 2),

v(n) = bv
(
Bl(i(n− 1)− i(n− 2))− S(pa(n− 1)− pa(n− 2))

)
− av1v(n− 1)− av2v(n− 2),

pa(n) = bpS
(
v(n) + (1− ap2)v(n− 1)− ap2v(n− 2)

)
− ap1pa(n− 1)− ap2(n− 2),

(6)

其中， z域传递函数和时域差分方程的系数

可由扬声器系统各参数、力学端振动系统的

阻尼比 ξv =
RMS

2
√
MMS/CM

和归一化共振角频

率ωvz = ts

√
1

MMSCM
、声学端振动系统的阻

尼比 ξp =
RAP

2
√
MAP /CAP

和归一化共振角频率

ωpz = ts

√
1

MAPCAP
、离散化的时间采样间隔 ts

共同给出，具体表达如下：



ai1 =
−8L2LE + 2RER2t

2
s

4L2LE + 2 (REL2 +R2LE +R2L2) ts +RER2t2s
,

ai2 =
4L2LE − 2 (REL2 +R2LE +R2L2) ts +RER2t

2
s

4L2LE + 2 (REL2 +R2LE +R2L2) ts +RER2t2s
,

bi0 =
2L2ts +R2t

2
s

4L2LE + 2 (REL2 +R2LE +R2L2) ts +RER2t2s
,

bi1 =
2R2t

2
s

4L2LE + 2 (REL2 +R2LE +R2L2) ts +RER2t2s
,

bi2 =
−2L2ts +R2t

2
s

4L2LE + 2 (REL2 +R2LE +R2L2) ts +RER2t2s
,

(7)



av1 = −2 e−ωvzξv cos
(
ωvz

√
1− ξ2v

)
,

av2 = e−2ωvpξv ,

bv =
1 + ap1 e−jωvz + ap2 e−2jωvz

RMS (1− e−2jωvz)
,

(8)


ap1 = −2 eωpzξp cos

(
ωpz

√
1− ξ2p

)
,

ap2 = e−2ωpzξp ,

bp =
RAP (1 + ap1 + ap2)

2 (1− ap2)
,

(9)

时域差分方程组式 (6)即为期望得到的四阶带通箱
的ARMA模型。

1.3 极点分布

考察式 (4)，探究3个 s域传递函数极点分布。

对电学端传递函数，其 s域极点λi为

λi =
1

2L2LE

[
− (REL2 +R2LE +R2L2)

±
√
(REL2 +R2LE +R2L2)

2 − 4L2LERER2

]
.

(10)

考虑到实际物理意义，式 (10)中各参数都是正
数，因此限定了极点分布的范围，其分子实部为

ℜ (λi)

= ℜ
[
− (REL2 +R2LE +R2L2)

±
√
(REL2 +R2LE +R2L2)

2 − 4L2LERER2

]
6 − (REL2 +R2LE +R2L2)

+ ℜ
[√

(REL2+R2LE+R2L2)2−4L2LERER2

]
< − (REL2 +R2LE +R2L2)

+ ℜ (REL2 +R2LE +R2L2) = 0. (11)

同理，力学端和声学端 s域传递函数分子

实部为

ℜ (λv)

= ℜ
(
−RMSCM ±

√
R2

MSC
2
M − 4MMSCM

)
6 −RMSCM + ℜ

(√
R2

MSC
2
M − 4MMSCM

)
< −RMSCM + ℜ (RMSCM ) = 0, (12)
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ℜ(λp)

= ℜ
(
−RAPCAP ±

√
R2

APC
2
AP − 4MAPCAP

)
6 −RAPCAP + ℜ

(√
R2

APC
2
AP − 4MAPCAP

)
< −RAPCAP + ℜ (RAPCAP ) = 0. (13)

三个 s域传递函数极点均分布在 s平面左半平

面，所以都稳定。而双线性变换法和零极点匹配法

的特性是若 s域传递函数稳定，z域传递函数一定稳

定 [12]，即式 (5) ∼ (6)给出的 z域传递函数和时域差

分方程稳定，本文给出的ARMA模型稳定。

2 实验验证

2.1 实验对象

为验证给出的ARMA模型理论的正确性，研
究设计并进行了四阶带通箱的相关实验。该四阶

带通箱外尺寸为 27 cm×16 cm×18 cm，内部镶嵌
一个 11.67 cm (3.5寸)扬声器单元，其系统参数由
KLIPPEL电声测量仪测得。四阶带通箱的正视图
和侧视图如图3 所示。

(a)  (b)  

图 3 四阶带通箱的正视图和侧视图

Fig. 3 Face view and side view of the fourth-order
band-pass loudspeaker system

2.2 实验测量

测量实验在南京大学消声室进行，四阶带通

箱安装在KLIPPEL测试架上 (无障板条件)。测量
仪器为B&K PULSE系统和SoundCheck电声测量
仪。本实验使用粉红噪声信号激励四阶带通箱以获

取其电学数据，激励电压为3 V，激励时长为5 s。

2.3 实验结果

使用B&K PULSE系统获取四阶带通箱的实
测电压与电流，计算其自功率谱与互功率谱，得到电

学传递函数，形成实测阻抗曲线；在录回的电流数据

中随机截取连续 200个采样点的数值，得到四阶带
通箱的瞬时电流波形。使用KLIPPEL电声测量仪
获取四阶带通箱的参数，基于集总参数模型计算得

到阻抗曲线的理论值。

基于测量得到的模型参数，在相同的激励信号

和采样率 (24 kHz)下，分别建立四阶带通箱的SS模
型和ARMA模型。计算模型输出电压与电流的自
功率谱与互功率谱，获取其电学传递函数，得到仿真

的阻抗曲线；截取模型输出电流数据中对应于实测

的 200个采样点的数值，得到四阶带通箱离散时间
模型的瞬时电流波形。

绘制实测的与理论的阻抗曲线，如图 4所示。
绘制实测的与两模型输出的阻抗曲线，如图 5所示。
绘制实测的与两模型输出的阻抗曲线的误差绝对

值，如图 6所示。绘制实测的与两模型输出的瞬时
电流波形，如图 7所示 (为直观清楚起见，仅展示头
100个采样点)。绘制实测的与两模型输出的电流波
形的误差绝对值，如图 8所示。计算两模型输出阻
抗曲线、电流波形与实测值误差的均方根值，如表 1
所示。

图 4中，理论值与实测值吻合得较好，说明
KLIPPEL测量仪的测量结果准确可靠，实验误差
较小，基于该测量参数进行建模是有意义的。在

图 5、图 6和表 1中，ARMA模型的输出阻抗曲线相
比于SS模型与实测数据吻合得更好，误差更小；在
图 7、图 8和表 1中，ARMA模型的输出电流波形相
比于SS模型与实测数据吻合得更好，误差更小。说
明在相同的采样率下，ARMA模型无论是在全频带
的工作性能还是瞬时工作性能，都要优于SS模型。
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图 4 理论与实测的阻抗曲线

Fig. 4 Theoretical and measured impedance curves
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图 5 模型输出阻抗曲线

Fig. 5 Impedance curve from the models
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图 6 阻抗曲线误差

Fig. 6 Error of impedance curves

表1 阻抗和电流曲线误差

Table 1 Errors of impedance and current
curves

SS模型误差 ARMA模型误差
阻抗曲线/Ω 0.4834 0.2101
电流波形/A 0.0172 0.0092
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图 7 模型输出电流波形

Fig. 7 Current waveform from the models
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图 8 电流波形误差

Fig. 8 Error of current waveforms

为进一步研究ARMA模型对于采样率的要求，
在不同的采样率下，分别建立四阶带通箱的SS 模
型和ARMA模型，对同样的输入电压信号，比较其
输出电流信号与实测电流信号的误差的均方根值，

结果如表 2所示。当采样率小于等于 20 kHz时，SS
模型发散，无法正常工作，而ARMA模型在 5 kHz
及以上的采样率下均能稳定工作；在同一采样率下，

ARMA模型的误差均显著小于SS模型的误差；在
同样的精度要求下，ARMA模型所需的采样率低于
SS模型的要求。上述结果说明，ARMA模型对采样
率要求更低、稳定性更强、精确程度更高。

表2 电流误差

Table 2 Errors of current curves

采样率/kHz SS模型误差/A ARMA模型误差/A

5 0.0131

10 0.0129

20 0.0103

40 0.0261 0.0087

80 0.0142 0.0077

160 0.0104 0.0075

3 结论

本文研究了四阶带通箱的离散时间模型，提出

了用于预测和控制四阶带通箱瞬态行为的自回归

滑动平均模型，并进行了实验验证。实验结果表明，

与基于状态空间方程的差分求解方法相比，该模型

在采样率相同的前提下明显提升了精确程度，在保

证稳定的前提下明显降低了对采样率的要求。
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该离散时间模型具有良好的稳定性与精确性，

其形式简单，适用于自适应滤波理论。基于此模型，

可以实现对四阶带通箱的过载保护、自适应参数

辨识与失真补偿，从而帮助提升四阶带通箱的工作

表现。
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