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椭球粒子声辐射力计算及分析
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摘要：针对水下椭球粒子，以声散射理论为基础，采用分波序列的方法，建立了椭球粒子声辐射力的理论计算

模型。进而根据声辐射力计算公式，以刚性椭球粒子和液体椭球粒子为例，计算并分析不同Bessel波束作用下
椭球粒子的轴向声辐射力函数特征。数值仿真计算结果表明，对于刚性椭球粒子，扁平椭球粒子相对于细长椭

球粒子更有助于激发负声辐射力；对于液体椭球粒子，细长椭球粒子相对于扁平椭球粒子更加容易产生负声

辐射力；对于不同介质的椭球粒子，不同的入射波束激发的负声辐射力的效果也存在明显的差异。该结果为复

杂的尺寸和介质粒子声操控技术提供了理论的可行性。

关键词：椭球粒子；声辐射力；Bessel波束；分波序列方法
中图法分类号: O424 文献标识码: A 文章编号: 1000-310X(2020)04-0550-08
DOI: 10.11684/j.issn.1000-310X.2020.04.008

Calculation and analysis on acoustic radiation force by a fixed spheroid
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Abstract: Based on acoustic scattering theory, a computational model of acoustic radiation force on oblate and
prolate spheroids is established in terms of partial wave series (PWS) method. Through the formula of acoustic
radiation force, the axial acoustic radiation force of rigid and liquid spheroids illuminated by Bessel beams is
calculated and analyzed. Numerical simulations showing, for rigid spheroids, negative acoustic radiation force
could be benefited by oblate spheroids more easily compared with prolate spheroids. However, liquid prolate
spheroids could stimulate the emergency of negative acoustic radiation more easily than liquid oblate spheroids.
Besides, the negative acoustic radiation force is also influenced by the zeroth and first Bessel beams obviously.
These results could illustrate that the application of acoustic tweezers for rigid and liquid spheroid particles is
feasible theoretically.
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0 引言

当声波在传播过程中入射到目标物上，目标物

会产生反射、折射、透射等各种物理现象，这代表着

声波与目标物进行能量和动量的交换，因此在实际

表现中，粒子将表现为受到力的作用以至于粒子的

运动状态将发生变化。一般情况下，粒子受到的力

正比于声压的平方。在线性声学范围内，当一列声

波入射到材料表面，表面受到的平均 (时间平均)压
力为零 (由于正负抵消)，而如果考虑声的非线性，材
料表面受到一个不为零的平均压力 (非线性声压的
“直流”部分)，成为声辐射压力 [1]。因此通过研究目

标粒子的声辐射力 (Acoustic radiation force, ARF)
特征，可以实现对粒子的运动状态控制，这在目前的

生物工程领域和医学领域具有极高的应用价值和

广阔的发展前景。

声辐射力的概念最早起源于光学，并且光波粒

子操控在当今社会的粒子操控和捕获方面已经得

到了广泛的应用。Ashkin [2]首先提出了光镊子的

概念，通过利用激光的辐射压力，可以对微小的原

子和分子进行捕捉和操控。由于声波和光波的物理

特性十分接近，国内外学者将粒子操控研究从光波

逐渐转为声波。声辐射力的理论研究于 20世纪 30
年代就已经开展，King [3]首先提出了声辐射力的

概念，并且完备、系统地介绍了声辐射力的推导过

程和计算公式，这为未来其他学者对声辐射力的特

性进一步讨论研究奠定了坚实的理论基础。稍后，

Hasegawa等 [4]推导并计算出水下弹性球的声辐射

力的特征曲线，以及黏弹性球的声辐射力的物理特

征 [5]。起初，Marston [6]将Bessel 波束引入到声学
领域，发现了Bessel波束作用于水下目标物的独特
特性，因此也逐渐研究Bessel 波束对粒子的轴向声
辐射力的作用。液体球在较大波锥角的零阶Bessel
波束作用下容易产生负方向的声辐射力，Marston
将此归因于粒子的背向散射受到极大的抑制。对

于负声辐射力的产生，Zhang等 [7]从数值角度进一

步分析负声辐射力的产生机理，当 ⟨ω⟩ > cosβ时将
会有负声辐射力产生。惠铭心等 [8]采用分波序列

(Partial wave series, PWS)的方法推导了多个稀疏
分布的粒子声辐射力，认为只需要分别计算各个双

粒子系统的声辐射力就可以通过叠加得到声场中

任意粒子的声辐射力。但是，目前对声辐射力的研

究主要集中于球形粒子，对椭球粒子声辐射力研究

缺少，尤其是液体椭球粒子声辐射力的研究。

本文根据声散射理论，采用分波序列方法进一

步推导了椭球粒子在任意波束照射下声辐射力函

数的解析表达式，拓展了分波序列方法的应用范围，

研究了不同介质的椭球粒子在不同入射波束作用

下声辐射力的分布特点，为利用粒子的外形和介质

进行声学操控提供了理论依据。

1 理论推导

如图 1所示，零阶Bessel波束在理想流体介质
中照射椭球粒子。在理想流体介质中的入射声场可

表示为

pi = p0
∑
nm

anmjn (k0r)Ym
n (θ, ϕ) . (1)

当波束照射到水下目标物后，流体介质中将被

激发出散射声场，散射声压可表示为

ps = p0
∑
nm

anmA0nh(1)
n (k0r)Ym

n (θ, ϕ) , (2)

其中，
∑
nm

=

+∞∑
n=0

n∑
m=−n

，p0是入射声压的幅值，k0

表示入射波波数，jn(·)表示第一类球Bessel函数，
h(1)
n (·)是第一类Hankel 函数，anm表示入射波的
分波系数，A0n表示理想流体介质下散射波的无

量纲分波系数，Ym
n (·)表示第n阶m项的球谐函数，

Ym
n (θ, ϕ) = ξnmPm

n (cos θ) e imϕ，θ表示球坐标系下

的空间散射角，ϕ表示球坐标系下的空间相位角，

ξnm =
√
[(2n+ 1) (n−m)!]/[4π (n+m)!],

Pm
n (·)表示第n阶m项的Legendre函数。
由于本文讨论的是椭球粒子在Bessel波束照

射下，其声辐射力的特征，在理想流体介质中，

Bessel波束的入射分波系数可表示为 [9]

anm = 4πξnm in−m+n′
Pm
n (cosβ) e−ikzz0

· Jm−n′ (σ0) e−i(m−n′)ϕ0 , (3)

其中，β表示入射Bessel波束的波锥角，Jn′(·)表示
n′阶柱Bessel函数，kr = k0 sinβ和 kz = k0 cosβ
分别表示径向和轴向方向的入射波波数，入射

Bessel波束的坐标位置为 (x0, y0, z0)，σ0 = krR0，

R0 =
√
x2
0 + y20，ϕ0 = tan−1(y0/x0)。本文中将主

要讨论椭球粒子在Bessel波束轴向入射情况下声辐
射力特征，因此Bessel波束位置为 (0, 0, 0)。
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本文将讨论刚性椭球粒子和液体椭球粒子的

声辐射力特征，由于液体椭球粒子与周围流体介质

阻抗差异很大，液体椭球粒子即可认为是刚性椭球

粒子。基于液体椭球粒子能包括刚性椭球粒子的原

因，所以下面将介绍液体椭球粒子的推导过程。

对于液体椭球粒子内，其入射声场表达式为

pi1 = p0
∑
nm

anmB0njn (k1r)Ym
n (θ, ϕ) , (4)

其中，B0n表示椭球液体介质内入射波的无量纲分

波系数，k1表示椭球液体介质内入射波波数。

图 1已经给出了椭球粒子的物理模型，其外形
的表达式为

S(θ) =

(
cos2 θ
a2

+
sin2 θ

b2

)−1/2

, (5)

其中，a为椭球体的极半径，b为椭球体的赤道半径。

从式 (5)中可发现，该椭球体的外形表达式S (θ)只

与散射角 θ有关。当a > b时，该椭球是细长椭球；

当a < b时，该椭球是扁平椭球；当a = b时，该椭球

将退化成为标准球，与散射角 θ无关。

对于液体椭球粒子和周围理想流体介质，其表

面的边界条件是声速连续边界条件和声压连续边

界条件，即

1

iρ0ω
∇
(
pi0 + ps0

)
· nr=S(θ)

=
1

iρ1ω
∇
(
pi1
)
· n|r=S(θ) , (6)(

pi0 + ps0
) ∣∣

r=S(θ) = pi1
∣∣
r=S(θ) , (7)

其中，n = er−
(

1

S(θ)

)
dS(θ)

dθ eθ，er和eθ分别代表

椭球粒子外形的径向方向和切向方向的单位向量。

y

yϕ

x

xϕ

zϕ

z

b

a
β

φ∋

φ

R

θ

Bessel

r

图 1 零阶Bessel波束入射椭球粒子
Fig. 1 The spheroid illuminated by the zeroth
order Bessel beam

将式 (1)、式 (2)和式 (4)代入式 (6)和式 (7)，可
得到声场的表达式为∑

nm

anm [Γnm (θ, ϕ) +A0nΛnm (θ, ϕ)]

=
ρ0
ρ1

∑
nm

anmB0nXnm (θ, ϕ) , (8)∑
nm

anm [Enm (θ, ϕ) +A0nΦnm (θ, ϕ)]

=
∑
nm

anmB0nHnm (θ, ϕ) , (9)

其 中， Γnm (θ, ϕ)、 Λnm (θ, ϕ)、 Xnm (θ, ϕ)、

Enm (θ, ϕ)、Φnm (θ, ϕ)和Hnm (θ, ϕ)的关系分别为


Γnm(θ, ϕ)

Λnm(θ, ϕ)

Xnm(θ, ϕ)

 = ξnm e imϕ




k0j′n(k0S(θ))
k0h′(1)

n (k0S(θ))

k1j′n(k1S(θ))

Pm
n (cos θ)−


jn(k0S(θ))

h(1)
n (k0S(θ))

jn(k1S(θ))


1

S2(θ)

dS(θ)
dθ

dPm
n (cos θ)

dθ

 ,

(10)


Enm (θ, ϕ)

Φnm (θ, ϕ)

Hnm (θ, ϕ)

 = ξnm e imϕ


jn (k0S(θ))

h(1)
n (k0S(θ))

jn (k1S(θ))


× Pm

n (cos θ) , (11)

其中，dPm
n (cos θ)/dθ

= −
(

1

sin θ

)[
(n+ 1) cos θPm

n (cos θ)

− (n−m+ 1)Pm
n+1 (cos θ)

]
。

根据球谐函数Ym
n (θ, ϕ)的正交特性，即

∫ 2π

0

∫ π
0

Ym
n (θ, ϕ)Ym′∗

n′ (θ, ϕ) sin θdθdϕ

= δnn′δmm′ , (12)

将式 (12)代入式 (8)和式 (9)，可得
+∞∑
l=0

+∞∑
n=0

(γl,n +A0nΩl,n) =
ρ0
ρ1

+∞∑
l=0

+∞∑
n=0

B0nKl,n,

(13)
+∞∑
l=0

+∞∑
n=0

(Ml,n+A0nNl,n) =

+∞∑
l=0

+∞∑
n=0

B0nΠl,n, (14)

其中，
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γl,n

Ωl,n

Kl,n

 =

l∑
l′=−l

n∑
m=−n

anmξnm · 2πδml′

∫ π
0




k0j′n (k0S(θ))

k0h′(1)
n (k0S(θ))

k1j′n (k1S(θ))

Pm
n (cos θ)

−


jn (k0S(θ))

h(1)
n (k0S(θ))

jn (k1S(θ))


1

S2(θ)

dS (θ)

dθ
dPm

n (cos θ)
dθ

 · Pl′

l (cos θ) sin θdθ,


Ml,n

Nl,n

Πl,n

 =

l∑
l′=−l

n∑
m=−n

anmξnm · 2πδml′ ·
∫ π
0




jn (k0S(θ))

h(1)
n (k0S(θ))

jn (k1S(θ))

Pm
n (cos θ) · Pl′

l (cos θ) sin θ

 dθ.

根据以上推导的公式，可求得液体椭球粒子在

Bessel波束照射下周围流体介质散射波的无量纲分
波系数A0n。但是，与液体椭球粒子的边界条件不

同，刚性椭球粒子的边界条件是Neumann边界条
件 [10]。

声辐射力为一个周期内粒子的平均辐射应力

张量对粒子表面的积分，根据文献 [11]可知，椭球粒
子的轴向声辐射力函数为

Yz =
1

k20Sc
Im

∑
nm

(anm + snm)

·
(
s∗
n+1,m+1

cn+1,m−s∗
l−1,m

cn,m
)
, (15)

其中：Sc代表椭球粒子截面部分的面积，对于标准

球形粒子，Sc = πa
2；对于细长椭球粒子和扁平椭球

粒子，Sc = πb
2。snm = anmA0n是散射波的散射系

数，

cn,m =

√
[(n−m)(n+m)]

[(2n− 1)(2n+ 1)]
,

Yz表示声辐射力函数，即代表声辐射力在单位声能

量密度和单位截面面积下的声辐射力的幅值。由于

本文中只讨论Bessel波束轴向入射的情况，因此可
知Yx = 0和Yy = 0。

2 理论检验及分析

上文中已经推导了液体和刚性椭球粒子的声

辐射力公式，下面将检验以上推导的公式正确性。对

于空气中的水滴，由于其两种介质的阻抗差异很大，

因此此时可认为水滴是刚性介质。以空气中的椭球

水滴粒子为例，空气的密度为ρ0 = 0.00129 kg/m3，

声速为 c0 = 340 m/s，水的密度为ρ1 = 1000 kg/m3，

声速为 c1 = 1480 m/s。另外，无论是刚性椭球粒子

和液体椭球粒子，其远场散射形态函数可表示为

f∞ (kr0, θ, ϕ)

=
2

ikr0

∑
nm

anm i−nA0nYm
n (θ, ϕ) , (16)

其中，r0 = max(a, b)。
为了验证椭球粒子的声辐射力函数的正确性，

图2给出了空气中水滴椭球粒子在零阶Bessel波束
和一阶Bessel波束入射下轴向声辐射力函数，其结
果与文献 [12]和文献 [13]的结果完全一致，说明了
以上推导公式的正确性。对于粒子负声辐射力的产

生原因，可通过图3对比可知。图3给出了细长椭球
粒子在一阶Bessel波束 (β = 75◦)入射下，入射频率

分别为kb = 1.6和kb = 2的散射形态函数，从图中

观察可知当粒子的背向散射受到极大的抑制时，即

粒子的前向散射轴向投影的分力大于粒子背向散

射轴向投影的分力，根据牛顿第三定律，粒子将会产

生背向的运动的合力，因此粒子将产生负声辐射力

的效果。

根据轴向声辐射力Fz的推导公式
[7]，

Fz = Pscac
−1
0 (cosβ − ⟨cos θ⟩)

+ Pabsc
−1
0 cosβ, (17)

其中，⟨cos θ⟩表示对整个散射角度取平均。对于
无能量吸收的粒子，当 ⟨cos θ⟩ > cosβ时将会有负
声辐射力产生，并且 ⟨cos θ⟩与粒子的外形、介质
等存在很大的关系。因此在下文讨论中，刚性椭

球粒子和液体椭球粒子在零阶Bessel波束和一阶
Bessel波束照射下，其负声辐射产生的初始角度存
在明显的区别，这也说明了粒子操控技术的难易

程度。
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图 2 零阶和一阶Bessel波束轴向入射时刚性椭球
轴向声辐射力

Fig. 2 The axial acoustic radiation force of a rigid
spheroid illuminated by the zeroth and first order
Bessel beams
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图 3 细长椭球在一阶Bessel波束入射下的二维散
射指向性图

Fig. 3 The 2D polar plots for a prolate spheroid
illuminated by the first order Bessel beam

3 计算结果

上文介绍了椭球粒子在Bessel波束轴向入射
下，其轴向声辐射力函数的计算公式。根据该计

算公式，只需要计算出任意目标物在外界波束的

照射下的声散射系数，并且根据该入射波束的波

型系数即可准确地计算出该目标物粒子的声辐射

力。图 4和图 5分别给出了刚性介质和液体介质的
椭球粒子声辐射力函数计算结果，给出了扁平椭

球粒子 (a/b = 1/2)、标准球粒子 (a/b = 1)和细长

椭球粒子 (a/b = 2)分别在零阶Bessel波束和一阶
Bessel波束轴向入射的情况，其中计算的入射波频
率步长 δkb = 0.1，计算的入射波的波锥角步长是

δβ = 1◦。为了更好地分辨负声辐射力的分布区域，

本文以Yz =−1×10−6为分界过渡线，如图 4和图 5
黑线所示。

3.1 刚性椭球粒子的轴向声辐射力

从图 4观察可知，在零阶Bessel波束和一阶
Bessel波束照射下，无论是扁平椭球粒子，或是细长
椭球粒子，亦或是标准球粒子，该类粒子都将不会产

生负声辐射力的情况，并且随着a/b的增加，轴向声

辐射力函数Yz的最大值将逐渐减少。这是因为，根

据声辐射力的计算公式可知，其声辐射力函数与对

应粒子的外界波束照射下的声散射系数有很大的

关系，刚性椭球粒子的散射形态函数与粒子的本身

外形尺寸 (粒子自身的曲率)存在紧密的关系，在粒
子由扁平椭球粒子向细长椭球粒子的变化过程中，

粒子的曲率不断降低，因此对应的声散射系数也将

不断减小，由此可间接推断出粒子的声辐射力函数

也将不断减小。

在一阶Bessel波束的照射下，相对于零阶
Bessel波束照射的情况，椭球粒子将产生负声辐
射力，负声辐射力与粒子的入射波有很大的关系，因

为在前面已经介绍，一阶Bessel波束的中部声压为
零，这更加有助于抑制目标物粒子的背向散射，有利

于负声辐射力的产生。

扁平椭球粒子产生负轴向声辐射力的大致初

始位置是kb = 1.8, β = 62◦，标准球粒子的大致初

始位置是kb = 1.7, β = 64◦，细长椭球粒子的大致

初始位置是kb = 1.6, β = 68◦。除此之外，从图 4
观察可知，产生负轴向声辐射力的面积：扁平椭球

粒子> 标准球粒子>细长椭球粒子，因此可知随着
a/b的增加，负轴向声辐射力的面积将逐渐减少。因

此可以得到，无论是从产生入射波波锥角的最小值

的角度，还是产生负声辐射力的面积对应的频率范

围和波锥角的范围的角度，刚性扁平椭球粒子更加

有助于产生反向声辐射力。

3.2 液体椭球粒子的轴向声辐射力

图 5给出了正己烷椭球粒子分别在零阶Bessel
波束和一阶Bessel波束轴向入射下的轴向声辐射力
函数，其中计算的入射波频率步长 δkb = 0.1，计算

的入射波的波锥角步长是 δβ = 1◦。对于正己烷，其

密度为ρ0 = 656 kg/m3，声速为 c0 = 1065 m/s。
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(a)  a⊳b=1/2                                                    (b)  a⊳b=1/2 
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(e)  a⊳b=2                                                       (f)  a⊳b=2

图 4 刚性椭球粒子的轴向声辐射力

Fig. 4 The axial acoustic radiation force of a rigid spheroid

从图 5观察可知，在零阶Bessel波束和一阶
Bessel波束的照射下，随着a/b的增加，轴向声辐射

力函数Yz的最大值将逐渐增加。这一现象明显不

同于刚性椭球粒子，这是因为刚性椭球粒子在外界

声波的照射下，只存在镜反射波和Franz波，这两
种波只与粒子本身外形尺寸有关。然而，液体椭球

粒子相对于刚性粒子还存在反射和折射现象，因此

其声辐射力的幅值也将不止受到粒子本身尺寸的

影响。

在零阶Bessel波束的照射下，扁平椭球粒子在
计算频率范围内产生负向声辐射力的初始位置大

概是在kb = 5, β = 75◦处，标准球粒子的初始位置

大概是在kb = 3.2, β = 41◦处，细长椭球粒子的初

始位置大概是kb = 2.8, β = 31◦。另外，明显观察

可知，产生负轴向声辐射力的区域面积：扁平椭球

粒子< 标准球粒子<细长椭球粒子。因此可以判
断，在零阶Bessel波束照射下，细长椭球粒子相对于
扁平椭球粒子和标准球粒子更有助于负向声辐射

力的产生，并且有利于产生较大的负向声辐射力。

在一阶Bessel波束轴向入射下，扁平椭球粒子
在计算频率范围内产生负向声辐射力的初始位置

大概是在kb = 1.1, β = 64◦处，标准球粒子的初始

位置大概是在kb = 4.1, β = 51◦处，细长椭球粒子

的初始位置大概是kb = 4, β = 36◦。另外，明显观

察可知，产生负轴向声辐射力的面积：扁平椭球粒

子<标准球粒子< 细长椭球粒子。因此可以得到，
细长椭球粒子能够在较小的波锥角作用下产生负

向声辐射力，并且产生负向声辐射力的区域面积比

较大。

同时，相对于同一尺寸的正己烷液体椭球粒

子，零阶Bessel波束相比于一阶Bessel波束能够在
较小的波锥角产生负向声辐射力，并且零阶Bessel
波束产生负向声辐射力的区域面积较大。另外，零

阶Bessel波束下产生负向声辐射力的幅值更大。因
此，对于正己烷液体椭球粒子，零阶Bessel波束应当
优先应用在声波操控技术中。
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图 5 液体椭球粒子的轴向声辐射力

Fig. 5 The axial acoustic radiation force of a liquid spheroid

4 结论

光波粒子操控技术的实现和广泛应用，已经充

分证明了粒子操控技术的前景和未来，但是由于高

强度光波的损伤和光镊子仪器价格昂贵的特点大

大限制了粒子操控技术的推广。与之相对应的声波

粒子操控技术能够大大弥补光波粒子操控技术的

缺点，也必将会拥有更加广泛的应用前景。本文以

刚性椭球粒子和液体椭球粒子为对象，研究了椭球

粒子在不同的Bessel波束照射下声辐射力的特征。
结果表明，对于刚性椭球粒子，扁平椭球粒子相对

于细长椭球粒子更有助于激发负声辐射力；对于液

体椭球粒子，细长椭球粒子相对于扁平椭球粒子更

加容易产生负声辐射力；对于不同介质的椭球粒子，

不同的入射波束激发的负声辐射力的效果也存在

明显的差异。根据实际应用需要可采用不同介质的

粒子和不同种类的Bessel波束。同时需要注意，液
体椭球粒子并不一定能完美的保持固定的尺寸，因

此可将液体椭球粒子的外表面添加一层极薄的外

壳 [14]，同样也可以达到预想的效果。
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用于挥发性气体检测的声表面波器件的环境特性研究

声表面波在气敏应用中具有快速、高灵敏、微型、轻

质的独特优势，因而在单兵防化、公共安全及工业流程监

控等领域极具应用前景。中国科学院声学研究所王文团

队与军事科学院防化研究院潘勇团队在长期声表面波气

敏机理与器件优化研究的基础上，为推进声表面波气敏

技术的实用化进程，持续开展了声表面波气敏器件及系

统环境适应性的研究。

相关成果相继发表在领域内知名国际期刊 Sensors
and Actuators B (IF: 6.3)及RSC Advances (IF: 3.0)。

研究人员通过六氟异丙醇基聚硅氧烷 (Fluoroalco-
holpolysiloxane, SXFA)和聚环氧氯丙烷 (Polyepichloro-
hydrin, PECH)的合成与薄膜制备方法及声表面波器件
优化研究，设计并研制出了针对含膦含硫毒害气体快速

检测的高性能声表面波气敏器件，并对其环境适应性开

展了实验研究。测试结果显示，传感器针对甲基磷酸二甲

酯 (Dimethyl methyl phosphonate, DMMP)和二氯乙基
硫醚 (2-chloroethyl ethyl sulfide, CEES)的检测下限可
达 0.12 mg/m3和 1.5 mg/m3；它具有可靠的宽温高湿环

境适应能力；给大多数气敏技术带来困扰的烟雾并没有

对该传感器造成明显影响。

研究成果表明，声表面波气体传感技术可为复杂应

用环境中毒害气体快速、高灵敏的监测预警提供良好的

解决方案。

(中国科学院声学研究所 王文)
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