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摘要 基于横向各向同性均匀介质中平面波相速度的解析表达式
,

用 声速测量数据
,

通过迭代阻尼最

小二乘法来反演单向纤维增强复合材料板的弹性常数
。

数值实现中
,

运用 了奇异值分解 ( S V D ) 方法

以改善计算的精度和稳定性
.

用模型计算的声速数据和实测的声速数据均进行了弹性常数的反演
,

结果表明了反演算法是有效的
.

关锐词 复合材料板
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1 引言

随着人工合成结构型复合材料的出现
,

弹

性波在各 向异性介质 中的传播 问题受到了人们

的关注 {` 一 4 ]
。

人们需要研究这些材料中的声场

特性
,

探索适 当的检测方法对材料进行检测
;

或者设法得到材料的弹性常数以达到对材料力

学性能进行评价之 目的 s[]
,

这是因为
,

材料的

应用声学

力学性能与其弹性常数密切相关 同
,

因此
,

准

确地确定复合材料 的弹性常数对于评价其力学
J

性能具有十分重要的意义
。

为确定某种材料的

弹性常数
,

传统的手段是采用静力学测量
,

这

种测量是破坏性的
,

且切变模量和非轴 向杨氏

模量的测量均有一定的困难 0[]
。

而超声检测方

法是非破坏性 的
,

材料 的弹性常数与声波速度



有着密切而复杂的关系
,

所以
,

如何用超声速

度测量的的方法获取材料的弹性常数
,

并评价

其力学性能
,

是超声无损检测与评价 的重要课

题
.

在利用超 声方 法求取材料 的弹性常数方

面
,

K im K Y
.

等人用群速度测定方法来确定

材料 的弹性常数 ls]
。

刘小萍则用瑞利波速度测

量的方法确定材料的弹性常数
,

并建立了实验

方法 [7 ]
。

R o k h l i n 5 x
.

[8 ] 证 明 T
,

对板状体而

言
,

能速度测量值可作为相速度值而直接用于

弹性常数的计算
。

因此
,

许明翔和王耀俊 l0] 利

用超 声波速度测量方法来确定单 向纤维增强复

合材料板的弹性常数
.

利用声速测量方法确定复合材料的弹性常

数有两个关键的问题需要解决
,

一个是要有可

靠的测试设备和技术以保证声速测量数据 的准

确性
; 另一个是要有精确稳定的反演算法 以保

证反演出的弹性常数最佳地逼近材料的真实弹

性常数
.

本文重点讨论后一个问题
。

在一般各向

异性复合材料的条件下
,

由于没有声速的理论

解析表达式
,

要从算法上提高反演 的质量有一

定的困难
.

但对于单 向纤维增强复合材料这种

具有横向各 向同性性质 的典型各向异性材料
,

其声速的解析解是可以求得的 [’l
,

因而可以方

便地应用于其弹性常数的反演
。

本文在给出单向纤维增强复合材料相速度

解析 表达式的基础 上
,

解析地求 出了雅 可比

矩阵
,

用迭代阻尼最小二乘法对超声波速度测

量数据进行反演
,

得到了这种材料板的弹性常

数
。

数值计算中采用了奇异值分解技术以改善

计算的精度和稳定性
。

用模型计算的声速数据

和实测的声速数据均进行了弹性常数的反演
,

结果表明了反演算法是有效的
。

维方 向
,

x3 轴垂直于板的顶
、

底面
,

假定板

在 x l , x Z
方 向是无限延伸的

,

纤维方向的单位

矢量为 护 二 ( 1
,

0
,

0)
,

板体 的弹性性质可以用五

个独立 的弹性常数
e l l , e 2 2 , e 1 2 , e 4 魂 和 C 6 6 来描

述
; 即

,

板体可视为横向各向同性均匀体或六

角对称 晶体
。

\\\ 咬咬
、 、、 `

///卜卜卜\\\\\
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图 1 坐标系示意图

从换能器 T 发出的入射纵波经流体介质

到达 固体 板顶界 面时
,

将在板体 内激发起三

种模式的体波
:

准纵波 (q P )
、

准垂 向切变 波

( q S V )
、

和纯水平切变波 ( SH )
。

这些体波穿

过固体板到达底界面后
,

透射到流体中的部分

成为纵波而被换能器 R 接收到
。

设入射平面

与
x l 轴的夹角为 功

,

入射角为 。 ,

折射角为

口M
,

(M = q p
,

q S V
,

S H )
,

则波矢量方 向的单位

矢量为
:

户 = (
s i n 口M e o s 功

, s i n 口M s i n 功
,
一 e o s 口M )

入射波和折射波满足 S en n 定律
:

S l n Q
s i n 尽M

v M
( 1)

其中
, v M 为板体 内各模式波的相速度 l’]

2 理论

.2 1 相速度的解析表达

设厚度为
“ ,

体密度为 p 的单向纤维增 强

复合材料板位于波速为 cf 的流体中
,

在板顶

上方置一发射换能器 T
、

板底下方置一接 收

换能器 R
,

如 图 1 所示
。

建立右旋直角座标

系
,

x l
轴平行于纤维方向

, x Z
轴垂直于纤

俨

一丫亘嚓二
(2 ,

v S H

c 4; + (
e 6 6 一 e 4 4

)
s i n Z口 C o s Z沪

p (3 )

b = e 2 2 + e 6 6 + (e i i e 2 2
)

s i n Z口 e o s Z功

(4 )

1 7 卷 5期 ( 1 9 9 8 )



。 = c 2 2 e 6 6 + [
e 2 2

(
e l l 一 2 e 6 6

) 一
e 1 2

(
e i : + 2 e 6 6

) ]

s i n Z口。 0 5 2功 + !
e l l e 6 6 + e l Z

(
e l : + 2e 6 6

)

一 e 2 2
(
e l l 一 2 e 6 6

)」
s i n 4 口e o s 4功 (5 )

上 面各式 中
,

略去 了不 同模式 波折射 角的上

标
.

实际观测中
,

折射角 (可 由发射换能器和

接收换能器之间有
、

无板体两种情况下
,

声波

到达接收换能器的时间差 孔 及入射角 。 来确

定 i` 0 ]
:

现在
,

需要不断地改变待求弹性常数所构

成的列向量 厂
,

使 ( 9 ) 式中的计算值尽可能地

与 (s) 式中的实测值相吻合
,

当两者吻合最好

时
,

则认为所对应 的弹性常数即是材料真实弹

性常数的最佳估计
。

设 沪 是 万的初始估计
,

则在尸 点将 试司

展开为泰勒级数
,

在满足条件 『一 几 } < 〔 时
,

略去级数 中二次以上的项
,

得到
:

s i n 口=
S l ll Q

( 6 )

相速度
。 由

( 7 )

确定
。

其中
,

q 二 cj 占t/ h
。

由相速度 的解析式可 以看 出
,

q尸 波和

q S V 波都对 c4 4
不敏感

,

利用它们只可以反演

出其余 四个弹性常数
,

然后将反演出的 c6 6 作

为 已知量
,

代入 (3 ) 式
,

在 功不等于零的条件

下反求 出 c4 4 。

2
·

2 最优化问题 [1 1 ]

为标识方便计
,

将由 ( 7 ) 式得到的对应着

不 同折射角 风作= 1
,

2
,

…
,

L ) 的一组声速观测

数据表示为
:

汀、 订(尸) + 八了 (l x )

其中
,

A 为 L x N 个元素的雅可比矩阵
,

可由

声波相速度的解析式求偏导数得到
,

了= 万一尹

是待反演的弹性常数与初始估计的弹性常数之

间的差值所构成 的列向量
。

需要说明
,

约束条

件 『一 几 ! < 〔
要求初始估计不能偏离真值太

远
,

即要求对待反演 的弹性常数值有一定的先

验信息
。

设实测声速值列向量与计算出的声速值列

向量之差构成的列向量为
:

言= 己一 试司 二 子一试尸)A了 (lz )

并取 目标函数为
:

己= (
e l , e Z ,

…
, c :

) T ( 8 )

功(P, 入)二 产『+ 入产了 ls( )

入为拉格朗日乘数因子
,

也就是阻尼因子
。

为求一 向量 尹 使 目标函数 ( 13 ) 达极小
,

要求
:

其中
,

L 为声速观测数据的总数
。

相应地
,

由 ( 2) 式计算 出的 L 个声速值

为
:

a价(夙入)

a 占
= O ( 1 4 )

从而得到线性代数方程组
:

云 = [
v l

(动
, v Z

(司
,

…
, 。 :

(司 ]
T ( 9 )

其中
,

歹为 N 个待反演 的弹性常数构成的列

向量
:

厂= (尹
l ,

p Z ,

…
,

尹、 ) T

由 (2 ) 式知
,

N = 4
,

并取
.

尹 i

C 1 2 ,

P 3 = c 22 ,

P 4 = C 6 6
。

应用声学

( 10 )

= C l l ,

P Z =

(尸 A + 灯 )了= 尸 !己一 云澎 )] ls( )

其中
,

I 为 N x N 单位矩阵
。

求解 ( 1 5 )
,

可以

得到 风进而得到 广

方程 (15 ) 中
,

由于雅可比矩阵 A 的元素

是声速理论公式的偏导数
,

因而数量级很小
,

从而使线性代数方程组的系数矩阵呈现 出奇异

性
,

特别是当折射角小的时侯
,

使解发散
。

阻



尼因子使线性方程组 的迭代求解过程收敛速度

加快
。

但并未改善其稳定性
。

所以
,

我们用奇

异值分解法 l[ 2 ] 求解线性方程组
:

: 一 、 己、。 。

f
二兰共、

二 T !: 一 : (、 ){

、 “了十 人
/

其 中
,

匀 为矩 阵 A 奇 异值 的前

(j 二 1
,

2 ,

…
,

N )
。

( 16 )

N 个值

从 (16 ) 式可以看 出
:

即使在矩阵 A 性态

不理想 的条件下
,

当 sj 叶 0 时
,

也不会出现被

零除的后果
。

3 数值实现

运用上述理论
,

我们编制了 oF rt ar n 程序并

在计算机上加以实现
。

程序流程如图 2 所示
。

反演时
,

弹性常数的初始值为
:

cl l =

80
.

1
, e i Z = 9

.

0
, e 2 2 = 1 7

.

8
, e 6 6 = 3

.

5
,

户 = 1
.

9
,

初始阻尼 因子取 为 入 = .0 1
,

调整因子取为

v = 1 0
,

用 q P 波速度反演
,

对 功= 0
、

3 0
、

45 的情况均作了试验
,

经过 5 至 9 次迭代都能

完全收敛于真值
。

图 3 给出了功= 45 时
,

初始模

型速度曲线 (虚线 ) 和真正模型速度曲线 (实线 )

的对比图
,

经过 5 次迭代
,

初始模型完全收敛

于真正模型
。

其中
,

初始阻尼因子 入= 0
.

1
,

调整

因子 v = 2
,

最终阻尼因子为 入= 0
.

3 12 5 x 10 一 2 ,

精度
。 = o

.

9 4 5 x l o 一 8
。

输入声速测 t 原始数据

输入待反演弹性常数的初始估计值

初始阻尼因子入和调整因子 q

最大迭代次数 M L及精度要求。

迭代次数 NL 斌值零 : N L二 。

万
’

—
N L>M

备 是
求理论声

求残差及残遥

一
一
目
、 月 卜. . 畏二 二: 二- -

.

一
~

-
呻 . . . . . ~~ 目曰~ . ~ . ~ ~~ ~ ~

10 2 0 3 0 4 0 5 0 6 0

R EFR AC T }O N ANG LE (
。

】

图 3 模拟数据反演结果

「
-

一
.̂ q入

奇异值
代数方程组得到石

}
否

求弹性常数
求理论声速值

求残差及残差平方和 F, N L二、 L十 1

—
「1

摊 一
否」

精度满足 c ?

止是
打印结果
一

结束

图 2 数值计算流程图

3
.

1 模拟数据反演结果

为了检验本文所述反演方法的可行性及有

效性
,

我们首先用 J
.

E
.

iZ m m
e r
等人给出的

玻璃纤维 / 环氧单 向纤维增强复合材料 的弹

性常数作为模型
,

模型参数为 l0[ }
: 。 1 , 二

60
.

1
, e i Z = 7

.

0
, e 2 2 = 2 5

.

8
, e 4 4 = 5

.

8
, e 6 6 =

.4 9
,

p = 1
.

9
,

弹性常数 的单位为 G P a ,

密度的

单位为 g /
c
m

“
。

把用这一模型计算 的声速值作

为模拟观测数据
,

用最小二乘反演算法求取该

模型的弹性常数
,

看看求出的弹性常数值是否

是模型的真实 (已知 ) 弹性常数值
。

.3 2 实验数据反演结果

为了进一步检验反演方法的有效性
,

我们

也对实际测量的声速资料进行了反演
。

结果示

于图 4 和图 5
。

图中的虚线表示初始模型速度

曲线
, * 号表示实验速度值

,

实线表示最终收

敛 的反演参数所对应的速度 曲线
。

其 中
,

图 4

为 q P 波的反演结果
,

图 5 为 q S V 波的反演结

果
,

它们都是在 功二 0 条件下作的测量
。

两者都

经过 9 次迭代收敛
。

用 q P 波速度测量数据反演时的初始模型

为
: e l l = 1 1 0

.

0 G P a , e 1 2 = 3
.

OG P a , e 2 2 =

Z o
.

O G p a , e 6 6 = 8
.

o G p a ,

户 = 1
.

7 59 /
e m 3

。

最终反演结果为
: e l : = 10 3

·

ZG p a , c 12 =

1
.

57 G P a , e 2 2 = 1 7
.

7 G P a ,

几
6 = 9

.

3 9 G P a ,

户 =

1
·

75 9 /
e m 3 , 。 = 0

.

5 6 9 x 10 一 2
。

用 q s V 波速度测量数据反演时的初始模

型为
: e i : = 10 0

.

0 G P a , e i Z = 3
.

OG P a , 。 2 2 =

1 8
.

o G p a , c 6 6 = 9
.

O G p a ,

p = 1
.

7 59 /
e m 3

。

17 卷 5 期 ( 1 99 8 )



最终反演结果为
:

c l l =1 12 .0 G 尸“ , c 12 =

2
.

7 G P a , e 2 2 = 1 7
.

7 G P a , e 6 6 = 8
.

I G P a ,

户 二

1
.

7 5 9 /
e
m

3 , 。 = o
.

s 1 2 x 一。一 3
。

从两种不同波的声速数据反演 出的弹性常

数有一些差别
,

从理论上说
,

出现这一差别是

不应该的
。

但从实际测量过程来看
,

这种差别

是难免的
.

对于垂直入射
,

主要来源于两种声

速的测量误差
;
对于斜入射

,

这种误差还有可

能来源于
:

实际入射声束并非是一条几何上 的

直线
,

声束是有一定截面积 的
,

这就造成了确

定入射角时的误差
,

这种误差随着入射角的增

大而增大
。

另外
,

q P 波的声速大于 q S V 波的

声速
,

其入射角的观测范围小 (临界角小 )
,

因

而观测误差小
;
而 q S V 波的入射角观测范围大

(临界角大 )
,

所以观测误差也大
。

入射角确定

中的误差必然造成参数反演结果的误差
,

从理

论上分析这一 问题
,

我们认为
:

用 护 波声速

测量数据反演单 向纤维增强复合材料 的弹性常

数比用 q SV 波声速测量数据反演的精度要高

一些

4 结束语

本文用阻尼最小二乘法结合奇异值分解技

术对声速测量数据进行 了反演处理
,

得到了单

向纤维增强复合材料的五个弹性常数
,

为进一

步应用超声检测方法评价这种材料的力学性能

提供 了一点可能
。

如何寻找这种材料的弹性常

数与其力学性能之间的关系则需要另做工作
.

这也是我们正在进行的工作
。

另外
,

在反演方

法稳定性的研究方面仍需继续努力
。

致谢 感谢 中国科学院声学研究所许明翔先生

为本文提供了实验资料
。
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