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质点振速传感器直线阵超指向性波束形成∗

朱少豪 汪 勇 杨益新†

(西北工业大学航海学院 西安 710072)

摘要 声矢量传感器及其组阵方式的研究已成为水声领域的热门课题。该文研究了当单自由度矢量传感器

(质点振速传感器)的观测方向沿直线阵轴线方向时的空间均匀噪声场中两阵元的噪声相关系数，然后采用
Gram-Schmidt模态波束分解与综合方法推导了高阶超指向性的最优解，得到了直线阵端射方向的指向性指
数和稳健性水平。仿真研究表明，当 d /λ < 0.5 (d为阵元间距，λ为波长)时，质点振速传感器直线阵 (简称质
点振速阵)采用超指向性方法在端射方向的指向性指数略高于声压传感器直线阵 (简称声压阵)；而当 d /λ >
0.5时，质点振速阵的指向性指数远远高于声压阵。该文的研究内容对水下声呐系统中质点振速传感器的有效
组阵和实际应用具有一定的参考价值。
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Superdirective beamforming of line arrays using particle velocity sensors

ZHU Shaohao WANG Yong YANG Yixin

(School of Marine Science and Technology, Northwestern Polytechnical University, Xi’an 710072, China)

Abstract Research on acoustic vector sensors and their arrays has become a hot topic in the field of under-
water acoustic engineering. In this paper, the noise correlation coefficients between the array elements in a
spatially isotropic noise field are studied when the desired observation direction of the one-degree-of-freedom
vector sensor (particle velocity sensor) is along the direction of the line array axis, and the optimal solutions
of high-order super-directivity based on the Gram-Schmidt mode-beam decomposition and synthesis are in-
troduced. Then the directivity index and robustness in the end-fire direction are derived. Simulation results
show that the directivity index of the particle velocity sensor array is slightly higher than that of the acoustic
pressure sensor array in the end-fire direction when d/λ < 0.5 (d is the spacing of two adjacent elements, λ

is the wavelength); when d/λ > 0.5, the directivity index of the particle velocity array is much higher than
that of the acoustic pressure sensor array. The research content of this paper provides a reference on how to
effectively form a particle velocity sensor array in underwater sonar systems.
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0 引言

几十年来，声压传感器阵列以其稳定可靠、易

于分析和处理的优点占据了水下声呐阵列的主导

地位。近年来，声矢量传感器及其组阵处理技术已

成为水声领域备受瞩目的研究内容，相比于声压传

感器，它能够同步、共点、直接测量声场空间一点处

的声压和质点振速的若干正交分量，从而为水声系

统带来更高的波束形成处理性能 [1−4]。

从目前的应用需求而言，有两种类型的声矢量

传感器 (水听器)组成的直线阵最值得研究。一种是
矢量传感器的观测方向与基阵的轴线垂直，可用于

拖曳线列阵；另一种是观测方向与基阵的轴线重合，

可组成端射阵。前者对应于传感器的横向相干性，

后者则是纵向相干性。两种组阵方式的波束形成性

能可能会有显著的差异，有必要加以研究。

在三维各向同性空间均匀噪声场和二维各向

同性空间均匀噪声场中，两个无指向性传感器之间

的噪声相关系数已经有明确的公式和结论 [5]，而接

收传感器有方向性的情况研究得并不多。但针对

上述两种应用需求的情况，单自由度的矢量传感器

(质点振速传感器)之间的横向和纵向相关性已有
明确的结论 [6−7]。但是质点振速传感器阵列的稳

健超指向性波束形成效果如何还有待进一步研究。

传统的最小方差无失真响应 [8](Minimum variance
distortionless response, MVDR)波束形成稳健性
较差，其噪声协方差矩阵若是奇异矩阵，则将对矩

阵求逆的计算带来不良后果。Gram-Schmidt(GS)
模态波束分解与综合超指向性方法 [9]适用于任

意阵形且稳健性较好，但是一直停留在对声压

阵的处理，对于矢量阵的性能研究有待进一步

分析。

直线阵在端射方向的超指向性最为明显，本文

研究了当质点振速传感器的观测方向与基阵的轴

线重合时的超指向性波束形成方法。首先通过球

贝塞尔函数研究了空间均匀噪声场中两个质点振

速传感器之间的噪声相关系数，这也代表了阵列

噪声协方差矩阵中的元素；然后引入了GS模态波
束分解与综合超指向性方法，总波束响应可表示

为不同稳健性的各阶波束响应分量的和，得到了

直线阵端射方向的指向性指数 (Directivity index,

DI)和稳健性水平的表达式，并与声压阵进行了
对比。

1 直线阵信号模型

1.1 阵列流形向量

假设一个具有M个阵元的直线阵位于 z轴上，

如图 1所示，相邻阵元间距为d，如果第 1个阵元位
于原点，那么第m个阵元的位置坐标为

Lm = [0, 0, (m− 1)d]
T
, (1)

其中，“T”表示转置。现有一远场平面波信号从角
度 (θ, ϕ)入射到该直线阵，其中 θ为垂直俯仰角，ϕ

为水平方位角，那么该信号传播方向的单位向量在

球坐标系中可定义为

u = − [sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ]T . (2)

y

z

x





M

 

d

φ

θ

图 1 直线阵坐标示意图

Fig. 1 Coordinates of a line array

对于由无指向性阵元组成的声压阵，第m个阵

元的接收响应可表示为 [10]

pm = exp
(
−jkuTLm

)
= exp [jk(m− 1)d cos θ] , (3)

其中，波数k = 2π/λ，λ为波长。而对于由单自由度

质点振速传感器组成的直线阵，其第m个阵元的接

收响应可表示为

pm = cos θ · exp [jk(m− 1)d cos θ] . (4)

可见，质点振速传感器具有 cos θ指向性的特
点，其随角度 θ变化的空间接收响应成 “8”字形，如
图2所示。由于直线阵位于 z轴上，因此接收响应与

水平方位角ϕ无关。一般而言，直线阵的阵列流形

向量可表示为

P (θ) = [p1, p2, ..., pm, ..., pM ]
T
. (5)
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图 2 质点振速传感器接收信号的空间响应

Fig. 2 Spatial response of a particle velocity sensor

1.2 波束形成

令w为波束形成的加权向量，波束响应一般可

定义为

B (θ, ϕ) = wH (θ0, ϕ0)P (θ, ϕ) , (6)

其中，上标 “H”表示复共轭转置，(θ0, ϕ0)为波束的

期望方向。对于常规波束形成 (Conventional beam-
forming, CBF)，其归一化的加权向量定义为

wCBF (θ0, ϕ0) =
P (θ0, ϕ0)

PH (θ0, ϕ0)P (θ0, ϕ0)
. (7)

对于传统MVDR波束形成，其最小化噪声输
出的无失真响应约束为 [8] min wHρw,

subject to wHP (θ, ϕ) = 1,
(8)

其中，ρ为噪声协方差矩阵，易得MVDR波束形成
的最优加权为

wMVDR =
ρ−1P (θ, ϕ)

PH(θ, ϕ)ρ−1P (θ, ϕ)
. (9)

空间均匀噪声场中的阵列指向性因子 (Direc-
tivity factor, DF)可表示为

DF =
|B (θ0, ϕ0) |2

1

4π

∫ 2π

0

∫ π
0

|B (θ, ϕ) |2 sin θdθdϕ

=
|wHP (θ0, ϕ0) |2

wHρw
. (10)

1.3 噪声协方差矩阵

在三维各向同性空间均匀噪声场中，两个无指

向性阵元之间的噪声相关系数是一个关于阵元间

距的 sinc函数 [5]，即

Ψ (x) =
sinx

x
, (11)

其中，x = k∆d，∆d为两个阵元之间的距离。假设

空间均匀噪声场中M元线列阵的噪声协方差矩阵

为ρo，其第 (m,m′)(即第m行、m′列)个元素为

ρm,m′ =
sinx

x
=

sin (k|m−m′|d)
k|m−m′|d

. (12)

在球坐标系中求解所得的球贝塞尔函数，与

sinc函数有密切关系，第n阶球贝塞尔函数可表示

为 [11]

jn(x) = (−x)n
(
1

x

d
dx

)n sinx

x
. (13)

当n = 0, 1, 2时，可得

j0(x) =
sinx

x
, (14)

j1(x) =
sinx

x2
− cosx

x
, (15)

j2(x) =
(

3

x2
− 1

)
sinx

x
− 3 cosx

x2
. (16)

可见，两个无指向性阵元的噪声空间相关系数

是第 0阶的球贝塞尔函数。对于沿 z轴方向 (纵向)
的线列阵而言，各向同性噪声场中两个沿 z轴方向

的质点振速传感器之间的噪声相关系数为 [6]

Ψzz (x) =

[
j1 (x)
x

− j2 (x)
]

cos (x sinϕ) . (17)

取水平方位角ϕ = 0◦，并将式 (15)和式 (16)代
入式 (17)，可得

Ψzz (x) =

(
1− 2

x2

)
sinx

x
+

2 cosx
x2

. (18)

当x → 0时，Ψzz → 1/3，因此归一化的噪声相

关系数为

Ψzz (x) = 3

[(
1− 2

x2

)
sinx

x
+

2 cosx
x2

]
. (19)

图 3给出了 j0、j1、j2和归一化的空间相关函数
Ψzz随d/λ 值变化的曲线，其中d/λ = x/2π。声压

传感器对应的曲线 (即 j0)在d/λ = 0.5处为第一个

零点，即当采用常规波束形成时，声压传感器直线阵

的阵元间距应为波长的二分之一才能达到理想的

波束形成效果。而对于质点振速传感器对应的相关

曲线 (即3 · (j1/x− j2))的第一个零点出现在d/λ =
1/3处，但是曲线呈现大幅度振荡到d/λ = 2处，这
说明如果使用质点振速传感器，按照常规方式组成

端射线列阵，阵元间距需要增大到 2λ左右，即阵长
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需要增加到声压阵长度的四倍。因此，由有指向性

阵元组成的超指向性阵列，能否得到预期的效果，结

果尚不明确，有待进一步深入研究。
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图 3 随 d/λ 值变化的空间相关函数

Fig. 3 Spatial-coherence versus d/λ

通过式 (18)可求取空间均匀噪声场中质点
振速传感器直线阵 (简称质点振速阵)的未归一
化的噪声协方差矩阵ρv的元素， 令式 (18)中
x = k|m−m′|d，其第 (m,m′)个元素为

ρm,m′ = Ψzz (k|m−m′|d)

=

(
1− 2

(k|m−m′|d)2

)
sin(k|m−m′|d)

k|m−m′|d

+
2 cos(k|m−m′|d)
(k|m−m′|d)2

. (20)

利用式 (20)计算得到噪声协方差矩阵，并将
式 (9)最优加权代入式 (10)，当x → 0时可得到质点

振速阵在端射方向的最大的指向性因子为 [12]

DFmax = M2 + 2M. (21)

该式与声压传感器阵列的M2定律有所不同，其值

大于声压传感器阵列指向性因子的最大值。

1.4 乘积定理

对于由相同指向性传感器组成的直线阵，其方

向图乘积定理可以认为是指向性传感器阵列的波

束图是具有相同几何形状的全向传感器的阵列响

应与单个传感器方向响应的乘积 [13]。对于振速传

感器阵列，单个传感器的方向响应为 cos θ，第m号

阵元的空间接收响应将变为

p̂m = cos θ · pm
= cos θ · exp [jk(m− 1)d cos θ] . (22)

那么基于乘积定理的阵列流形向量可定义为

P̂ (θ, ϕ) = cos θ · [p1, p2, · · · , pm, · · · , pM ]
T

= cos θ · P (θ, ϕ) . (23)

这与质点振速传感器的阵列流形向量相同，波束响

应可重写为

B̂ (θ, ϕ) = B (θ, ϕ) cos θ. (24)

进一步的，基于乘积定理的指向性因子推导如下

D̂F =
|B̂ (θ0, ϕ0) |2

1

4π

∫ 2π

0

∫ π
0

|B̂ (θ, ϕ) |2 sin θdθdϕ

=
|B (θ0, ϕ0) cos θ0|2

1

4π

∫ 2π

0

∫ π
0

wHP̂ (θ, ϕ) P̂ (θ, ϕ)
H
w sin θdθdϕ

=
|wHP̂ (θ0, ϕ0) |2

wH
[
1

4π

∫ 2π

0

∫ π
0

P̂ (θ, ϕ) P̂ (θ, ϕ)
H sin θdθdϕ

]
w

=
|wHP̂ (θ0, ϕ0) |2

wHρvw
, (25)

其中，

ρv =
1

4π

∫ 2π

0

∫ π
0

P̂ (θ, ϕ) P̂ (θ, ϕ)
H sin θdθdϕ,

这与质点振速阵的噪声协方差矩阵相同，其矩阵元

素可由式 (20)计算。因此可以认为，基于乘积定理
计算得到的指向性因子相当于质点振速传感器阵

列的一个次优的结果。

2 GS超指向性波束形成

基于GS模态分解与综合的超指向性方法中的
噪声协方差矩阵的逆矩阵可表示为 [9]

ρ−1 = CTD−2C, (26)

其中，D为一个M ×M对角矩阵，D−2用来对输入

噪声进行归一化，C是一个正交变换矩阵，具有如

下形式：

C = [c0 c1 · · · ck · · · cM−1]
T
, (27)
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其中，ck = [ck0 ck1 · · · ckk 0 · · · 0 ]
T
，cki可由

式 (28)计算，

cki =


1, i = k,

−
k−1∑
j=i

cji
χj

(
j∑

h=0

cjhρkh

)
,

1 6 k 6 M − 1

且, i, j 6 k − 1,

0, 其他,

(28)

式 (28)中，χj=
i∑

h=0

j∑
m=0

cjhcjmρhm。因此式 (9)中的

最优加权向量可改写为

wopt = αCTD−2C · P (θ0, ϕ0) , (29)

其中，α是保证期望信号输出无失真的归一化因子，

为简便起见，令α = 1，不影响一般性的结论。超指
向性波束响应可进一步写为

B (θ, ϕ) = wH
optP (θ, ϕ)

= α [C · P (θ0, ϕ0)]
H
D−2 [C · P (θ, ϕ)]

=

M−1∑
k=0

Bk (θ, ϕ), (30)

其中，Bk为第k(k = 0, 1, · · · ,M − 1)阶GS模态波
束，即

Bk (θ, ϕ) =
α

ηk
· E∗

k (θ0, ϕ0)Ek (θ, ϕ) , (31)

式 (31)中：Ek (θ, ϕ) = cT
kP (θ, ϕ)，ηk = cT

k ρck，ηk

表示正交变换之后的第k号阵元所在通道的噪声功

率。指向性因子 (空间均匀噪声场中等于阵增益)可
表示为

DF = [C · P (θ0, ϕ0)]
H
D−2 [C · P (θ0, ϕ0)]

=
M−1∑
k=0

|Ek (θ0, ϕ0)|2 /ηk =
M−1∑
k=0

Dk, (32)

其中，

Dk = |Ek (θ0, ϕ0)|2 /ηk (33)

是第k阶GS模态波束的指向性因子。由于式 (31)∼
式 (33)中的分母均有 ηk，其值的大小对波束形成稳

健性有直接的影响，ηk值越大代表第k阶波束越稳

健。指向性指数 (DI)是指向性因子 (DF)的分贝表
示，有

DI = 10 lg (DF) . (34)

3 仿真分析

设有两个直线阵，分别由声压传感器和质点振

速传感器组成，阵元数均为7，相邻两个阵元之间的
距离都为d，沿坐标系 z轴方向成阵，如图1所示。水
下声速设为1500 m/s。

图4和图5分别给出了在期望方向 θ = 0◦(即端
射方向)且x = 0.5(即d/λ = 0.08)时声压阵和质点
振速阵GS超指向性方法第 0 ∼ 6阶波束的实部和
虚部。对比图4(a)和图5(a)可以看出，声压阵GS第
0阶波束的实部是一条直线，而质点振速阵的第0阶
波束的实部已经具有一定的指向性；其次，质点振速

阵各阶波束的实部在期望方向上的值略高于声压

阵。对比图4(b)和图5(b)，与GS波束实部不同的是
两种阵列的波束虚部在期望方向附近的值是比较

接近的。图 6给出了图 4和图 5中GS第 0 ∼ 6阶波
束合成后的波束及其归一化后的结果，可以看出，质

点振速阵的指向性略高于声压阵。
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Fig. 4 The real and imaginary parts of GS beams for the acoustic pressure line array (x = 0.5，that is d/λ = 0.08)
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Fig. 5 The real and imaginary parts of GS beams for the particle velocity line array (x = 0.5，that
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图 7给出了随d/λ 值变化的第 0 ∼ 6阶波束分
量合成后的GS波束图，可以看出质点振速阵的波
束主瓣宽度比声压阵略窄；而在旁瓣区域，质点振

速阵在±90◦附近的旁瓣极低，这是由单个质点振
速传感器的接收响应决定的，从式 (4)易知，在±90◦

上的空间响应为0。
图8给出了声压阵和质点振速阵随d/λ 值变化

的第0 ∼ 6阶GS波束的指向性因子 (阵增益)。与声
压阵相比，质点振速阵的指向性因子在d/λ > 0.5
时振荡幅度较大，在一些频点上依然能够提供较大

的指向性因子。
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图 8 随 d/λ 值变化的GS波束各阶指向性因子
Fig. 8 Different-order directivity factors of GS beam-
patterns versus d/λ

图 9给出了GS波束第 0 ∼ 6阶指向性因子合
成后结果 (指向性指数DI，单位：dB)，并将多种波
束形成方法进行了对比。对于CBF方法，质点振
速阵指向性指数在低频时略高于其对应的声压阵，

在高频时，两者的差距进一步增大。声压阵和质点

振速阵的GS方法与MVDR方法的指向性指数值
重合，验证了GS方法的正确性。乘积定理MVDR
方法的指向性指数介于质点振速阵与声压阵之间，

这说明乘积定理MVDR方法相当于质点振速阵超
指向性方法的一个次优结果。质点振速阵超指向

性方法 (GS和MVDR)指向性指数变化的振荡幅度
较大，可以看到在d/λ = 0.86、1.42和 1.94时出现
了较大的峰值点。并且，在d/λ > 0.5后，质点振

速阵的指向性指数比声压阵要大，在部分点上 (如
d/λ 约为0.86) 甚至高8.45 dB左右 (见图10)。在低
频时，质点振速阵的GS 方法的指向性指数远远高
于CBF方法，声压阵也有类似的性能表现，但是在
d/λ > 0.5之后，声压阵的CBF方法与GS方法基本
重合，而质点振速阵在0.5 < d/λ < 1之间时，GS方
法的指向性指数仍然高于CBF方法，然后随着频率
的进一步提高，GS方法的指向性指数逐渐与CBF
方法接近。

由于 ηk与各阶GS模态波束的稳健性有关，其
值越大，代表第k阶波束的稳健性越好。从图 11(a)
与图 11(b)的对比可以看出，质点振速阵的各阶稳
健性水平略低于声压阵。同时，质点振速阵的稳健

性水平有一定的波动，与指向性指数波动的规律

一致。
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Fig. 9 Directivity indices of CBF, MVDR and GS
beamformers versus d/λ
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Fig. 10 The difference of directivity indices be-
tween the particle velocity sensor array and the
acoustic pressure sensor array

为更好理解图 11的稳健性水平，图 12给出了
随 d/λ 值变化的GS波束理论和有误差时的指向
性因子，其中理论指向性因子为实线，是图 8中
的部分截取图；虚线是存在幅度和相位误差的方

差均为 10−4时的指向性因子。由于图 11中两种阵
列的稳健性水平差距不大，质点振速阵的稳健性

水平略低，从图 12(a)和图 12(b)的对比中可以发
现，当 k = 2 (黄色线条)时，质点振速阵的指向
性因子到达稳定状态的d/λ 值略大于声压阵。因

此可以说明，质点振速阵的稳健性水平在 d/λ 值

一定时比声压阵的要略低一点，这验证了图 11的
准确性。
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4 结论

本文研究了阵元为单自由度的质点振速传感

器且观测方向与基阵轴线重合 (端射方向)时的直
线阵超指向性波束形成方法。首先研究了两个阵元

在三维各向同性空间均匀噪声场中的噪声相关系

数，用以计算阵列噪声协方差矩阵中的元素；然后

引入了GS模态波束分解与综合超指向性方法，求
解了不同阶数下的指向性因子和稳健性水平。仿

真结果表明，质点振速阵在阵元间距与波长比大于

0.5时的指向性指数远远大于声压阵；相较于传统
MVDR方法，GS超指向性方法的稳健性更好，因其
指向性因子能够表达为不同阶数的指向性因子之

和，可以舍弃不稳健的高阶项而保留较为稳健的低

阶项来实现波束形成。本文的研究对质点振速传感

器在端射方向的有效组阵具有一定的参考价值。下

一步研究可令矢量传感器的观测方向与基阵的轴

线垂直时的直线阵波束形成，以期对拖曳线列阵的

组阵提供有价值的参考。
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