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正交曲线坐标系在变化地形声场计算中的应用∗
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摘要 变化地形声场计算是越来越经常碰到的情况。变化地形往往给声场计算带来计算量增大、求解精度下

降的问题。坐标系选择是声场计算中非常重要的问题，该文研究基于地形的合适正交曲线坐标系选取规则。

在此坐标系中求解Helmholtz方程，能够极大简化求解过程，提高计算精度。结合简正波理论，从新的角度展
示了正交曲线坐标系在某些典型变化地形线源声场计算问题中的应用。对于几种典型的海洋声波导问题，可

以利用合适的曲线坐标系简化问题，给出更直观的物理图像。
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Applications of orthogonal curvilinear coordinates in sound field computation
with non-flat sea floor
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Abstract Sound field computations with non-flat sea floor are more and more popular now. Variation of
sea floor brings problems like increasing calculation quantity or reducing the accuracy. Selection of coordinate
system in sound field computation is very important. In the paper, we study the selection method of suitable
coordinate system based on topography, which can improve computation accuracy and reduce calculation load
greatly. Combined with normal modes theory, we show applications of orthogonal curvilinear coordinates in
sound field computation with some typical non-flat sea floor and line source from a new perspective. For
several typical problems of ocean acoustic waveguide, we can simplify the problem by using suitable curvilinear
coordinate system and give more intuitive physical images.
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0 引言

正交曲线坐标系坐标线可为曲线，是满足过任

何一点的坐标曲线都要两两垂直的曲线坐标系。通

常使用的坐标系大都为正交曲线坐标系，比如直角

坐标系、柱坐标系、球坐标系等。

声场计算问题不依赖于坐标系，但合适的坐标

系能极大简化求解过程，提高计算精度，甚至可得到

Helmholtz方程的解析解。以海洋中点声源和线声
源问题为例，点声源通常使用轴向垂直并过声源的

柱坐标系进行求解，而线声源通常使用直角坐标系

即可。这说明不同的声源类型适合用不同坐标系，

海底地形同样如此，不同的海底地形也有不同的最

合适坐标系。

实际上，曲线坐标系已经在很多科学领域进行

了大量应用 [1]。在物理海洋学领域，σ-坐标系、等密
度坐标系以及混合坐标系都有很成熟的应用。例如，

常用的海洋模式MITgcm使用直角坐标系，Hycom
使用混合坐标系，MICOM使用等密度坐标系，特别
是ROMS模式，主要处理近海区域海流受海底地形
影响的情况，采用与海底地形相符合的σ-坐标系。
在地球物理领域，在同样受Helmholtz方程控制的
地震波计算中使用曲线坐标系，可以提高计算模型

的计算精度和应用范围 [2−3]。

在声场计算问题中，坐标系的选取主要由声源

类型和计算区域边界的几何特征决定 [4]。点声源问

题在直角坐标系、球坐标系、柱坐标系都可求解，但

如果同时考虑海洋分层结构及水平海底，最适合的

坐标系是轴向垂直并过声源的柱坐标系。水平海底

情况下的线声源，最合适的坐标系是直角坐标系，

而如果是斜坡海底，则最合适的坐标系是轴向与线

声源平行的柱坐标系。通常海底地形有各种复杂情

况，给声场计算带来不少困难。利用海底地形选取

合适的正交曲线坐标系进行声场计算是一个必要

且重要的研究课题。类似于水平海底在直角坐标系

的情况，某些与坐标曲线相符合的典型海底也可在

相应的正交曲线坐标系中利用分离变量法求取解

析解 [5−6]。

本文首先从Helmholtz方程在正交曲线坐标系
中的普适性表达式出发，研究基于海底地形的正交

曲线坐标系选取规则，并结合简正波理论，展示其在

多种典型海底情况下线源声场计算问题中的应用。

1 Helmholtz方程在一般正交曲线坐标系
的表达式

声场计算一般需要在频域中求解Helmholtz方
程。在本节，基于坐标系间的变换理论，从直角坐标

系出发推导Helmholtz方程在正交曲线坐标系的普
适性表达式。众所周知，在海水等密度情况下若设

p(x, y, z)为声压，则Helmholtz方程在直角坐标系
(x, y, z)中的形式为

∇2p+ k2p = 0, (1)

其中，∇2 = ∂2/∂x2+ ∂2/∂y2+ ∂2/∂z2，k(x, y, z) =

ω/c(x, y, z)表 示 角 频 率 为 ω的 声 波 的 波 数，

c(x, y, z)为海水声速。

假设 (λ, ξ, η)为某正交曲线坐标系，则其与直

角坐标系 (x, y, z)的坐标变换关系为
λ = λ(x, y, z),

ξ = ξ(x, y, z),

η = η(x, y, z).

(2)

由此可知，
px = pλλx + pξξx + pηηx,

py = pλλy + pξξy + pηηy,

pz = pλλz + pξξz + pηηz.

(3)

进一步地，

pxx = pλλ (λx)
2
+ pξξ (ξx)

2
+ pηη (ηx)

2

+ 2pλξλxξx + 2pληλxηx + 2pξηξxηx

+ pλλxx + pξξxx + pηηxx,

pyy = pλλ (λy)
2
+ pξξ (ξy)

2
+ pηη (ηy)

2

+ 2pλξλyξy + 2pληλyηy + 2pξηξyηy

+ pλλyy + pξξyy + pηηyy,

pzz = pλλ (λz)
2
+ pξξ (ξz)

2
+ pηη (ηz)

2

+ 2pλξλzξz + 2pληλzηz + 2pξηξzηz

+ pλλzz + pξξzz + pηηzz.

(4)

坐标系 (λ, ξ, η)满足正交性，即

∇λ · ∇ξ = ∇λ · ∇η = ∇ξ · ∇η = 0. (5)

利用式 (1)、式 (4)、式 (5)，可得坐标系 (λ, ξ, η)

内Helmholtz方程的形式为

|∇λ|2 pλλ + |∇ξ|2 pξξ + |∇η|2 pηη
+∇2λpλ +∇2ξpξ +∇2ηpη + k2p = 0, (6)
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其中，∇ = (∂/∂x, ∂/∂y, ∂/∂z)，∇2 = ∂2/∂x2 +

∂2/∂y2 + ∂2/∂z2， p和 k都是关于新坐标变量

(λ, ξ, η)的函数。注意算子∇和∇2仍是关于变量

(x, y, z)的。理论上，若知道坐标变换函数并且方

程 (6)中的所有系数都可以表达为关于 (λ, ξ, η)的

函数，则方程 (6)可在新坐标系 (λ, ξ, η)中完全确定。

利用声场计算中常用的柱坐标系对式 (6)进行
验证。若记柱坐标系为 (r, φ, z)，则有以下变换关系：r2 = x2 + y2, tanφ =

y

x
,

z = z.
(7)

根据式 (6)，在新坐标系 (r, φ, z)下的Helmholtz
方程为

prr +
1

r2
pφφ + pzz +

1

r
pr + k2p = 0, (8)

此即为柱坐标系中的Helmholtz方程。在水文环境
水平不变情况下，p与φ无关，可得最常用的柱坐标

系下二维空间中的简化方程：

prr + pzz +
1

r
pr + k2p = 0. (9)

2 基于地形的正交曲线坐标系选取

为方便计，这里只考虑地形在 y方向是一致的

情况，并且声源选取 y方向无限延伸的线源，在这种

情况下声压p与 y无关，方程 (6)可简化为

|∇λ|2 pλλ + |∇η|2 pηη +∇2λpλ+∇2ηpη + k2p=0.

(10)

由于此时所有变量都与 y无关，所以只需在二维空

间 (x, z)内讨论就可以了。设海底地形由连续可微

函数 z = h(x)来描述，现在来寻求由其决定的新正

交坐标系 (λ, η)。

首先，证明如下定理。

定理 二维空间 (x, z)中对某不相交曲

线族 {F (x, z, C) = 0}， 若存在另一曲线族

{G(x, z, C) = 0}， 存在某函数H(x, z)， 使

得∇G = H(x, z)(∂F/∂z,−∂F/∂x)， 则曲线族

{F (x, z, C) = 0}和 {G(x, z, C) = 0}构成这二维
空间某正交曲线坐标系的两组坐标曲线。特别地，

若F (x, z, C) = g(z) + Cf(x)，f(x)、g(z)均为可微

函数，则

G(x, z, C) =

∫
g(z)

g′(z)
dz +

∫
f(x)

f ′(x)
dx+ C, (11)

使得 {G(x, z, C) = 0}描述的曲线族与曲线族
{F (x, z, C) = 0}构成此二维空间的正交曲线坐
标系的两组坐标曲线，f ′(x)是函数f(x)关于x的导

数，g′(z)是函数 g(z)关于 z的导数。

证明：若这两族曲线是正交的，则其中任何

两条相交的曲线在交点处是垂直的，故在此意义

下，这两组曲线是唯一的。因此，只需验证曲线族

{F (x, z, C) = 0}与曲线族 {G(x, z, C) = 0}相互正
交便可。由于

∇G = H(x, z)

(
∂F

∂z
,−∂F

∂x

)
, (12)

明显地有

∇F (x, z) · ∇G(x, z)

= H(x, z)

(
∂F

∂x

∂F

∂z
− ∂F

∂x

∂F

∂z

)
= 0. (13)

也即在每一点 (x, z)，两族曲线相互正交。

当F (x, z, C) = g(z) + Cf(x)时，在任意 (x̃, z̃)

点 
∇F (x̃, z̃) = (Cf ′(x̃), g′(z̃)) ,

∇G(x̃, z̃) =

(
f(x̃)

f ′(x̃)
,
g(z̃)

g′(z̃)

)
.

(14)

由于此时还满足F (x̃, z̃, C) = 0，也即在 (x̃, z̃)点，若

f(x̃) ̸= 0，则

C = − g(z̃)

f(x̃)
, (15)

从而，

∇F (x̃, z̃) · ∇G(x̃, z̃) = −g(z̃) + g(z̃) = 0. (16)

若 f(x̃) = 0时，根据F (x̃, z̃, C) = 0，有 g(z̃) = 0，

则仍然有∇F (x̃, z̃) · ∇G(x̃, z̃) = 0，从而在每一点

(x̃, z̃)，两族曲线相互正交。定理证毕。

根据定理描述，要得到地形相关的正交曲线

坐标系，只需找到直角坐标系下满足条件的曲线

族。海底由函数 z = f(x)描述，考察满足如下条件

的曲线族 {F (x, z, C) = z − Cf(x) = 0}，则C = 0

时，有 z = 0表示海面；C = 1时，有 z = f(x)

表示海底。所以，当C在 [0, 1]内变化时得到的曲

线族描述了整个水体，如图 1所示。根据定理，
与曲线族 {F (x, z, C) = 0}正交的另一族曲线族
{G(x, z, C) = 0}可以确定，

G(x, z, C) =
z2

2
+

∫
f(x)

f ′(x)
dx+ C, (17)

进而确定了所要寻求的正交曲线坐标系 (λ, η)。
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图 1 随水平变化的地形及与其适应的坐标系曲线

Fig. 1 A non-flat seafloor and its corresponding
coordinate curves

据第 1节的讨论，可以求出在新坐标系下
Helmholtz方程的具体表示形式。存在实数域上
单调可微函数a、b，使得

∇λ = a′(G)∇G = a′(G)
( f

f ′ , z
)
,

∇η = b′(F )∇F = b′(F )
(
−zf ′

f
, 1
)
.

(18)

进而

|∇λ|2 = a′2(G)
( f2

f ′2 + z2
)
,

|∇η|2 = b′2(F )
(z2f ′2

f2
+ 1

)
,

∇2λ = a′′(G)
( f2

f ′2 + z2
)
+ a′(G)

(
2− ff ′′

f ′2

)
,

∇2η = b′′(F )

(
z2f ′2

f2
+ 1

)
+ b′(F )

(zf ′2

f2
− zf ′′

f

)
.

(19)

将式 (19)代入式 (10)可得到新的Helmholtz方程，
注意此时方程的系数仍是关于 (x, z)变量的，如果

能将之化为关于 (λ, η)变量的函数，则方程会简化

并可进行求解。

进一步讨论之前，给出一个简单例子，如图 2
所示，考虑海底是斜坡的情况。设斜坡由函数

z = −C1x + C2描述 (C1、C2为某实数)，则根据
定理有 

F = z − C1x+ C2,

G =
1

2
z2 +

∫
−C1x+ C2

−C1
dx

=
1

2
z2 +

1

2

(
x− C2

C1

)2

.

(20)

其中， 第二式中省略了一个常数。 易知

{F (x, z, C) = 0}描述的曲线族是从P点出发的

射线，{G(x, z, C) = 0}描述的曲线族是以P点为圆

心的同心圆，如图2所示，很明显它们构成相互正交

的两组曲线。若计P点横坐标为x0 = C2/C1，则可

设新坐标变量如下：
ϕ = arctan(C1F ) = arctan

(
z

x0 − x

)
,

ρ =
√
2G =

√
z2 + (x− x0)

2
.

(21)

(ρ, ϕ)是二维正交曲线坐标系，扩展到三维是一个

标准的横向柱坐标系。众所周知，线源情况下斜坡

海底有解析解时，就是要通过这种坐标系求解 [7−9]。

利用本文方法很容易得到同样结果。根据式 (10)可
得此时Helmholtz方程为

pρρ +
1

ρ
pρ +

1

ρ2
pϕϕ + k2p = 0. (22)

P

图 2 斜坡地形及其决定的双曲正交坐标系

Fig. 2 A wedge problem and suitable orthogonal
curvilinear coordinates

3 横向柱坐标系中的线源问题

本节中，结合简正波方法与第 2节得到的横向
柱坐标系的Helmholtz方程对某些典型海底地形的
声场计算问题进行研究说明。为讨论方便，所涉及

的海底及海面边界条件均为理想边界条件。

简正波方法主要思想是利用分离变量法进行

求解，假设方程 (22)的分离变量解为

p(ρ, ϕ) = Λ(ρ)Φ(ϕ). (23)

将式 (23)代入方程 (22)整理得
ρ2

Λ

(
Λ′′ +

1

ρ
Λ′ + k2Λ

)
= −Φ′′

Φ
. (24)

方程 (24)两边各自与不同的自变量有关，从而应该
为一常数，设为 τ，则方程 (24)转化为如下两个常微
分特征值问题：

Φ′′ + τΦ = 0, (25)

Λ′′ +
1

ρ
Λ′ +

(
k2 − τ

ρ2

)
Λ = 0. (26)



692 2019 年 7 月

将方程 (25)两边乘以Φ后，关于ϕ在 [0, ϕ0]上积分

整理可得

Φ′Φ|ϕ0

0 −
∫ ϕ0

0

|Φ′|2dϕ+ τ

∫ ϕ0

0

|Φ|2dϕ = 0. (27)

要求解方程 (27)，需要施加边界条件。假设边界
在ϕ = 0和ϕ = ϕ0处，分别考虑以下三种情况：

(1)ϕ = 0处绝对软，ϕ = ϕ0处绝对硬；(2)ϕ = 0

和ϕ = ϕ0处都绝对软；(3)ϕ = 0和ϕ = ϕ0处都

绝对硬。实际上，情况 (1)和情况 (2)的结果是经
常讨论的 [4,8−9]，情况 (3)讨论较少。这样的 p的边

界条件对应到Φ上便为 (1)Φ(0) = 0，Φ′(ϕ0) = 0；

(2)Φ(0) = 0，Φ(ϕ0) = 0；(3)Φ′(0) = 0，Φ′(ϕ0) = 0。

不管哪一个条件，都会有 ΦΦ′|ϕ0

0 = 0，从而等式 (27)
变为

τ

∫ ϕ0

0

|Φ|2 dϕ−
∫ ϕ0

0

|Φ′|2 dϕ = 0. (28)

这说明 τ > 0，不妨设 τ = γ2。这样特征值问题 (25)
具有离散谱，设特征值为

{
γ2
n

}
，则对应的特征

函数为

Φn(ϕ) = An sin(γnϕ) +Bn cos(γnϕ), (29)

其中，An、Bn为待定常数，需根据边界条件确定。为

保证归一条件

∫ ϕ0

0

|Φn|2 dϕ = 1，情况 (1)的解为

An =

√
2

ϕ0
, Bn = 0, γn =

(
n− 1

2

)
π

ϕ0
,

n = 1, 2, · · · (30)

情况 (2)的解为

An =

√
2

ϕ0
, Bn = 0, γn =

nπ

ϕ0
,

n = 1, 2, · · · (31)

情况 (3)的解为

An = 0, Bn =

√
2min(1,n)

ϕ0
, γn =

nπ

ϕ0
,

n = 0, 1, 2, · · · (32)

注意到情况 (3)中n可以取 0，这是非常重要的。这

样得到γn后，可以将之代入式 (26)求解。三种情况
中 {Φn}都可以构成满足相应边界条件的函数空间
的完备正交基，也就是说∫ ϕ0

0

ΦnΦmdϕ = δmn, (33)

并且对任何满足相应边界条件的函数都可以表示

成{Φn}的线性组合。
现在把声源考虑进来，Helmholtz方程变为

pρρ +
1

ρ
pρ +

1

ρ2
pϕϕ + k2p

= − δ(ρ− ρs)

ρ
δ(ϕ− ϕs). (34)

声源在横向柱坐标系的 (ρs, ϕs)位置处，根据

特征值问题 (25)的解，方程 (34)的解可以写为如下
形式：

p(ρ, ϕ) =
∑
n

Λn(ρ)Φn(ϕ). (35)

将式 (35)代入式 (34)，并在方程两边乘以Φn后，关

于ϕ在 [0, ϕ0]上积分整理可得Λn(ρ)满足

Λ′′
n +

1

ρ
Λ′
n +

(
k2 − γ2

n

ρ2

)
Λ

= − δ(ρ− ρs)Φn(ϕs)

ρ
. (36)

这是一个典型的Bessel方程，其解为

Λn(ρ) =
π

2
iJγn

(kρ<)H
(1)
γn

(kρ>)Φn(ϕs), (37)

其中，ρ< = min(ρ, ρs)，ρ> = max(ρ, ρs)。这样方
程 (34)的解为

p(ρ, ϕ) =
πi
2

∑
n

Φn(ϕ)Φn(ϕs)Jγn
(kρ<)H

(1)
γn

(kρ>).

(38)

基于以上结果，给出四种典型海底情况的应用。以

下所有实例中，都是考虑等声速情况，参考声速为

1500 m/s，并且只考虑提到的边界，其他边界不予
考虑，也就是说，实例中的空间是无限延伸的。

3.1 斜坡情况

第一个应用实例为经典的斜坡情况，如图 3
所示，斜坡角度为π/4，声源位于斜坡上方坐标

(1000, 500)处，声源频率为 25 Hz，根据坐标系选取
方法，要取原点位于坐标 (2000, 0)的柱坐标系进行

声场计算。图3(a)为海底满足绝对硬条件下的传播
损失情况；图3(b)为海底满足绝对软条件下的传播
损失情况。
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图 3 绝对软海面条件下斜坡问题的声传播损失

Fig. 3 Transmission loss for wedge problem with pressure-release surface

3.2 海沟情况

假设声源频率分别为 25 Hz和 100 Hz，在V型
海沟顶点正上方 200 m处，若海沟开角弧度为π/3，
此时也可以利用上面所说的横向柱坐标系来求解。

设柱坐标原点在海沟顶点处，ϕ0 = π/3，ρs = 200，

ϕs = π/6，分别取海沟的海底边界条件为绝对软

和绝对硬，计算区域 [0, 600] × [0,π/3]内的声场，如

图 4所示，图4(a)、图4(b)分别为 25 Hz声源取绝对
硬和绝对软边界时的声场，图 4(c)、图 4(d)分别为
100 Hz声源取绝对硬和绝对软边界时的传播损失
情况。实际上，可以计算声源位于海沟中任意位置

的情况。
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图 4 海沟问题的声传播损失

Fig. 4 Transmission loss for trench problem

3.3 海底山情况

在不考虑其他边界 (海面)影响的情况下，本文
方法可以解决任意坡度的海底山问题。设海底山两

边夹角弧度为π/3，声源频率为100 Hz，分别计算声
源在海底山顶点正上方和斜下方的传播损失，此时

要以海底山顶点作为原点建立坐标系。如图5所示，

图5(a)、图5(b)为声源在海底山顶点正上方的情况，
海底山边界分别取绝对硬和绝对软；图5(c)、图5(d)
为声源在海底山顶点斜下方的情况，声源与海底山

顶点连线与海底山左侧边界夹角为π/6，海底山边

界也分别取绝对硬和绝对软。海底山两边可以是不

对称的。
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图 5 海底山问题的声传播损失

Fig. 5 Transmission loss for seamount problem

3.4 半空间情况

对于线源，平坦海底时的半空间声场可以由格

林函数得到，本文方法也能处理这种情况，因此，本

例可以作为本文方法正确性的验证。假设海底深度

为600 m，声源频率为 50 Hz，声源深度为 300 m，设
海面满足绝对软条件，海底满足绝对硬条件。如图6
所示，图6(a)只考虑海面的影响，此时设柱坐标原点
位于海面上 (0, 0)点，取ϕ0=π，ρs=300，ϕs=π/2；
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图 6 半空间问题的声传播损失

Fig. 6 Transmission loss for half-space problem

图 6(b)只考虑海底的影响，此时设柱坐标原点位于
海面上 (0, 600)点，取ϕ0 = π，ρs = 300，ϕs = π/2。

这两种情况的解析解都可以由格林函数构造出来，

经过验证，两种方法得到的结果一致。

4 横向椭圆柱坐标系中的线源问题

假设海底是某双曲线型海底山，如图 7所示，双
曲线焦距为γ0，山顶深度为H，则海底山由以下函

数描述：

z2

H2
− x2

γ2
0 −H2

= 1, (z > 0). (39)

图 7 双曲型海底及对应正交曲线坐标系

Fig. 7 Hyperbolic type sea floor and suitable or-
thogonal curvilinear coordinates



第 38卷 第 4期 高善国等： 正交曲线坐标系在变化地形声场计算中的应用 695

若假设

F (x, z, C)

=


z2

C2
− x2

γ2
0 − C2

− 1, C > 0, z > 0,

z, C = 0, z = 0,

(40)

则由当C = 0时，z = 0表示海面；当C = H时，

F (x, z, C) = 0表示海底。因此具有相同焦点的双

曲线族 {F (x, z, C) = 0|C ∈ [0,H]}可作为正交曲
线坐标系的一组坐标曲线。现在根据本文理论寻求

另一组坐标曲线。

在C2 > 0时，在计算区域的任一点 (x, z)，有

∂F

∂x
= − 2x

γ2
0 − C2

,
∂F

∂z
=

2z

C2
. (41)

则根据上面的讨论， 不妨假设另一族曲线

{G(x, z, C) = 0}满足
∂G

∂x
=

2z

C2
,

∂G

∂z
=

2x

γ2
0 − C2

. (42)

由于在 (x, z)点还有F (x, z, C) = 0，利用关系

C 6 H < γ0，可求得

C2 =
x2 + z2 + γ2

0 −
√
(x2 + z2 + γ2

0)
2 − 4γ2

0z
2

2
.

(43)

将式 (43)代入式 (42)，整理得

∇G =

(
x2+z2 +

√
(x2 + z2+γ2

0)
2−4γ2

0z
2
)2

−γ4
0

8xzγ2
0

×
(

2x

C̃2 − γ2
0

,
2z

C̃2

)
, (44)

其中，

C̃2 =
x2 + z2 + γ2

0 +
√
(x2 + z2 + γ2

0)
2 − 4γ2

0z
2

2
.

(45)

根据式 (43)和式 (45)，C2和 C̃2为同一个一元二次

方程的两个解，并且{G(x, z, C̃) = 0}为具有相同焦
点的椭圆曲线族，由于满足式 (44)括号中描述的梯
度表达式，易知

G(x, z, C̃) =
z2

C̃2 − γ2
0

+
x2

C̃2
− 1. (46)

如图 7所示，蓝线为椭圆曲线族，红线为双曲曲线
族，两者的焦点重合，确实构成了一个正交曲线坐标

系：椭圆柱坐标系。

下面结合分离变量法，讨论椭圆柱坐标系中的

Helmholtz方程求解问题 [5]。假设椭圆柱坐标系为

(γ, φ)，则其与直角坐标系 (x, z)的坐标变换关系为x = γ0 sinh γ sinφ,

z = γ0 cosh γ cosφ,

0 6 γ 6 ∞, 0 6 φ 6 φ0, π− φ0 6 φ 6 π. (47)

当φ = φ0及φ = π − φ0时，对应海底地形。进而，

根据式 (6)，Helmholtz方程在该椭圆柱坐标系中的
表达式为

1

γ2
0(sinh2 γ + sin2 φ)

(
∂2p

∂γ2
+

∂2p

∂φ2

)
+ k2p = 0.

(48)

即

∂2p

∂γ2
+

∂2p

∂φ2
+

γ2
0k

2

2
(cosh 2γ − cos 2φ) p = 0.

(49)

利用分离变量法，设p = Γ(γ)Φ(φ)，则有
d2Γ

dγ2
− (c− 2q cosh 2γ)Γ = 0,

d2Φ

dφ2
+ (c− 2q cos 2φ)Φ = 0,

(50)

其中，q = γ2
0k

2/4，c为待定常数。式 (50)中两个方
程分别为修正Mathieu方程和Mathieu方程，根据
相关求解理论 [5,10]，其解分为两类，偶型解和奇型

解。偶型解为 Γ(γ) = Ace(iγ, c) +Bfe(iγ, c),

Φ(φ) = Ace(φ, c) +Bfe(φ, c),
(51)

奇型解为 Γ(γ) = Ase(iγ, c) +Bge(iγ, c),

Φ(φ) = Ase(φ, c) +Bge(φ, c),
(52)

其中，ce(φ, c)和 se(φ, c)为第一型Mathieu函数，是
周期部分；fe(φ, c)和ge(φ, c)为非周期部分。在波动
理论，要求解具有周期性，因此需要式 (51)、式 (52)
中B = 0。

假设Helmholtz方程在海底满足绝对硬，海面
满足绝对软条件，也即Φ′(φ) = 0, φ = φ0, φ = π− φ0,

Φ(φ) = 0, φ = 0, φ = π.
(53)
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根据式 (51) ∼ (53)，可得到一系列{cn}，使得

p(γ, φ) =
∑
n

Cnse(φ, cn)se(iγ, cn), (54)

其中， Cn可由Mathieu函数和声源条件得到。
式 (54)的具体求解需依赖于Mathieu函数理论的
进一步发展。利用横向椭圆柱坐标系，经过理论上

推导，可以得到双曲型海底山的线源声场分布。

5 结论

本文从正交曲线坐标系的角度提出了声场计

算的一些新观点和新应用。通过坐标系变换，推

导了任意正交曲线坐标系内的Helmholtz方程表达
式，并基于此研究了与海底地形相适应的正交曲线

坐标系的选取规则，然后对横向柱坐标系和椭圆柱

坐标系进行了深入研究，进一步结合简正波理论对

多种典型地形情况下声场计算问题进行了讨论。结

果表明，本文的方法在变化地形的声场计算问题中

有良好的应用前景，能够弥补传统方法的一些不足。

本文的方法从新角度来处理声场计算问题，得到了

一些新结论，但在这个新领域仍是初步探索阶段，还

有众多问题值得分析和研究。
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