
进一步改进边界元方法以克服振动声辐射计算
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摘要 文章利用基于三次 �样条插值的边界元方法
，

对振动体外部声辐射问题进行了研究
，

对 �����

法及其改进方法作了进一步的改进
，

提出在加权余量意义下
，

通过把内部 ��������� 积分方程与其

对内点坐标取导后的方程式作线性叠加
，

在域外构作的一个小体积块上进行积分以形成补充方程
，

经与表面 ��������� 积分方程相结合
，

来求解任意频率下的声辐射问题
。

并以脉动球和摆动球作为

算例
，

说明本文提出的方法能够有效地克服在特征频率处解的非唯一性问题
。
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� 引言

边界元方法 �����以其降维及适应无限

域问题等优势确定了其在声辐射问题计算中的

主导地位
，

但是利用 ��� 计算振动体外部声

辐射时存在着在其相应的内部问题的特征频率

处
，

其解具有非唯一性
，

因而
，

在这些特征频率

处
，

计算结果与实际情况存在着显著的误差
，

特别是对于中高频段的振动问题
，

其特征频率

分布更加密集
，

如果不能有效地克服非唯一性

问题
，

将会导致计算结果严重失真
。

目前己有多种计算方法用以克服非唯一性

问题 【�一��
。

其中由 �������提出的 �����法

川 因工程计算易于实现
，

且计算量增加不大
，

在经过后人的不断改进后
，
已成为一种很具代

表性的方法
。

�����法是通过在域外选取的若干内点

�称为 ����� 点�构作相应的内部 ���������

积分方程作为补充方程与边界 ��������
�
积分

方程联立
，

然后在最小二乘意义下求得问题的

唯一解
。

文献 ���
、

���对 �����法作了改进
，

将 ����� 点上的 ��������
�
积分方程与其沿

坐标的导数式作线性叠加后作为补充方程
。

文

献 ����以 ����� 块代替 ����� 点在加权余

量意义下形成内部 ��������� 积分方程及其

关于坐标的导数方程式
，

并以此作为补充方程

式
。

本文对 ����� 法作了进一步的改进
，

提

出在加权余量意义下
，

通过将内部 ���������

积分方程以祸合参数与其对坐标求导后的方

程式的联立在域外构作的一个体积块上进行积

分
，

从而形成补充方程
，

协同边界 �������七
�

积分方程
，

形成超定方程
，

然后在最小二乘意

义下进行求解� 并以三次 �样条为插值函数
，

实现边界粗剖分条件下结构振动声辐射在全波

数范围内的计算
。

� 边界 ��������� 积分方程及特

征频率问题的处理

结构振动在理想流体介质的无限域中引起

·

�
·

的小振幅简谐声波的声辐射问题可通过如下微

分控制方程
、

����
��� 边值条件以及 ���

�

�������辐射条件来描述
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为声速
，

�

为分析频率� �为振动体的边界表面
，

其外部

区域记作 ��
，

而内部区域记作 �一 ， � 二 表

示空间 �� 中一点
，
蚕��� 是

� 点的速度势函

数� � 是边界 �上一点� � 是 � 的单位法向

矢量 �背离分析域为正��
�
是场点

� 与边界

上或内域中一定点之间的距离
。

利用直接边界积分方程
，

式 ���可写成边
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为速度势在边界 、 点上的法向导

数
，

由己知的振动体表面振速决定� ��川 为奇

性系数� ���
，

司 为自由空间的 ����� 函数
。

式 ���描述的边值问题
，

其解是唯 一的
，

但是一旦采用边界 ��������
�
积分方程 ���对

问题进行求解
，

其解在某些波数处就会出现非

唯一性 ���
。

解的非唯一性的产生是由于在这些

波数处
，

式 ���与式 ���之间不存在对等性
。

为此
，

如图 �所示
，

在域 �一
内距边界一

定距离处
，

构作一个不与分析域交割的
、

棱长
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是 � 的 ����� 块 �四面体 ��
，

对四面体 �

的任一端点
。
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唯一性问题
。

至于 ��工��块
，

当然还可以取作立方体
、

球缺体等等
，

但采用四面体计算最简单
。

如图

�中
，

����� 块可以通过质心坐标和棱长 �

两个参数予以确定
。

关于棱长 �
，

只要整个

����� 块能够完全位于 �一
内

，

其的选择可

以任意
。

只是 �太小时
，
�����块会蜕化为

�����点� 但若取得过大
，

计算加权余量公式

的体积分时
，

就需要采用太多的积分点
，

增加

了计算量
。

较合宜的 �尺寸选取应接近表面单

元格的特征尺寸或与形体半径的 ��� 相当
。

此外
，

权函数 、 。 的选取也具任意性
，

最方便

的还是选择四面体的四个线性形函数 ��‘�
。
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至此
，
已经扼要地列出了计算结构振动声

辐射的 ��������� 积分方程的有关列式
。
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，

工程中绝大多数声辐射问题无法用解析解

的形式求解
，

所以还需要在此基础上通过几何

剖分和变量插值
，

把无限自由度问题化为有限

自由度问题后才好做数值分析工作
。

几何剖分

的原则和插值方法跟有限元法相同
。

本文采用

高光滑度的直到二阶导数都连续的三次 � 样

条函数插值 �‘�
，‘��

。

在空间问题中经过几何变换
，

将原边界上

的歪扭网格映射为 叮一 首平面上的矩形网格
，

则 ��
�，
���结点处的二维三次 � 样条插值形函

数表示为
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�二 分别为四面体上

变点 苟和边界点 �的坐标分量
，
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，
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。

将 ���式与 ���式联立
，

构成与 ���式等价的

超定方程组
，

可较好地处理特征频率下解的非
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，

其计算参见文

献 ���〕
。

由于 旦号给丝
、

���
，、�在边界 �上的积分

仅具有弱奇性
，

因此
，

边界 �通过几何变换
、

剖分和边界量的三次 �样条插值后
，

边界积分

方程 ���即可表示为如下的矩阵形式
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图 �给出了利用本文的方法求得的脉动球

表面声压数值解与精确解之间的比较及误差
。

图 �给出了利用本文的方法求得的摆动球表面

���� �以结点 �� 为例�声压数值解与精确解之间的

比较及误差
。
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这 样
，

在 振 动 体 边 界 上 的结 点 振 速

��中�的但� 。
� 已知的情况下

，

通过求取系数

矩阵 �寿
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联合式
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、

式 ���利用最小二乘法就可以求出边界结

点上的速度势函数 到的
，

进而求出边界 � 上

的声压值
。
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、

���中的积分采用 ������ 积

分进行数值求积 �“ �，

公式 ���
、

����中的

积分采用标准二维 �������� 格式进行数值求

积� 而对于式 ��� 中出现的弱奇异积分
，

本文

采用 ����中的极坐标变换法进行处理
。
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作者还对该二算例利用三次 � 样条函数

作为插值函数的一般边界元方法
，

计算其表

面声压
，

结果发现
，

在脉动球的特征波数满

足 �� � �� ，
���

，… 处和摆动球的特征波数满足

无。 二 �
�

����
，
�

�

����… 处 �‘��
，

一般边界元方法

的计算结果严重失真
，

而利用本文的方法
，

包

括在特征波数处
，

最大误差分别只有 �
�

�����

和 �
�

�����
。

更可靠
。
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� 王爵成
，

邵敏
�

有限单元法基本原理和数值方法
�

北京
�

清华大学出版社
，
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�� 王有成
�

工程中的边界元方法
�

北京
�

中国水利水电出版

社
，

����
�

�� 张胜勇
�

机器声辐射计算的新型数值方法的研究
�

�博士

学位论文�
�
合肥工业大学

，
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浙江省电力系统噪声综合治理研讨会在杭州举行

为贯彻执行江泽民主席 ����年第 �� 号令 【中
华人民共和国职业病防治法�

，

浙江省电力工业局于

����年 � 月 �� 日在杭州召开了所属各发电厂
、

电

力公司
、

研究所等 �� 个单位 �� 名代表参加的噪声综

合治理研讨会
。

省电力局和省电力试验研究所首先介

绍了对浙江省 �� 个发电厂
‘

噪声普查及听力保护调查

情况
，

监测了 ��� 个岗位
，
����个测点

，

取得了大量

第一手资料
。

发电厂噪声源颇多
，

等效声级超过 ����

���的噪声源有磨煤机
、

给水泵
、

送风机
、

励磁机
、

汽

轮机
、

空压机和循环泵等
。

每工作 日 �小时暴露于等

效声级大于等于 �������岗位有 ���个
，

占被调查

岗位的 ���
。

电厂噪声直接影响到操作者的身心健

康
。

已引起各级领导的重视
，

噪声性耳聋是职业病之

一
。

国家电力系统
“
十五

”
规划明确指出

，

作业场所

噪声合格率 ���要达到 ��� 以上
。

在研讨会上上海第

九设计研究院吕玉恒高级工程师介绍了电厂磨煤机等

噪声治理的实践
，

各厂交流治理情况
，

省电力局布置

了下阶段工作安排
。

�中国船舶工业第九设计研究院 吕玉恒�

应用声学


