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多项式混沌展开的浅海水声环境参数敏感度分析∗
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摘要：水下声场是海洋环境参数的非线性函数，因此环境参数的不确定性必然会引起水下声场预测的不确定

性，从而导致与声场预测相关的声呐探测和水声通信等设备性能的下降。该文将Sobol敏感度指数的计算与
多项式混沌展开方法相结合，将敏感度指数表达为环境条件的函数，利用Q范数约束的双曲截断方案来减少
多项式项数，有效地分析了设定的 “浅海负梯度温跃层”信道中 8个环境参数及其交互效应对水下声传播的影
响。结果表明，沉积层声速是低频远距离声场不确定性分布的最主要贡献参数，同时对于下发下收的情况，声

源深度的影响程度随着声源频率增加而逐渐增大。最后应用射线理论从海底反射的角度解释了各个环境因素

影响程度差异的具体原因。该文的研究对水声通信和探测系统在浅海不确定环境下的性能预报研究具有重要

的参考意义。
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Sensitivity analysis of uncertain environmental parameters in shallow water
based on polynomial chaos expansion
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Abstract: Underwater sound field is a function of ocean environmental parameters. Therefore, the uncertainty
of environmental parameters will inevitably cause the uncertainty of sound field prediction, which will lead to the
degradation of underwater acoustic communication and detection performance. In this paper, the calculation of
the Sobol sensitivity index is combined with the polynomial chaos expansion method to calculate the influence
of 8 environmental parameters in the set ”shallow sea negative gradient thermocline” channel on sound field
propagation. The results show that the sedimentary sound speed is the most important parameter contributing
to the uncertain distribution of low frequency and long range sound field. At the same time, the influence of
sound source depth gradually increases with the increase of source frequency. We use the ray theory to explain
the specific reasons for the difference in the degree of influence of various environmental factors. Numerical
simulation results verify the effectiveness of the method used in this paper. The research results are important
for the prediction of underwater acoustic communication and detection system in the shallow water with
uncertain environment.
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0 引言

水声信道是一个时空频变化的复杂多途信道。

海洋环境特性随着时间、季节、地域和海洋动力过

程等因素而产生不确定的变化，这些不确定的变化

必然会导致由海洋环境参数决定的水下声场的不

确定分布，从而引起水声通信和探测系统性能的降

低 [1−2]。因此需要深入了解海洋环境参数不确定情

况下声场分布统计特性以及各个环境参数对声场

分布的影响程度，来实现声呐系统的性能评估预报

或者对声呐系统的设计进行指导。

近些年来，海洋声学中的不确定性研究受到了

广泛的关注，研究的重点在于环境信息不完全的情

况下基于模拟的声场不确定性预测，同时定量地评

估不确定的环境参数对声场的影响 [3−16]。传统的

蒙特卡洛方法在存在多个不确定环境参数时所需

计算量很大，且收敛较慢，而且该方法在进行环境

参数敏感度分析时仅考虑单个变量的影响，不能计

算不确定环境参数之间的交互效应 [4−7]。还有一

些学者应用声场位移法来分析环境参数的敏感度，

但该方法有严格的适用条件，适用范围较窄 [8−10]。

代理模型方法 (多项式混沌展开 (Polynomial chaos
expansion, PCE)法、Kriging法等)是一种常用的处
理多维和非线性问题的有效方法，近年来被广泛用

于水声不确定传播问题的研究。已有的研究大多应

用PCE或者Kriging法来分析预测不确定环境下的
声场分布，但是研究选取的不确定环境参数数量较

少，随着环境参数数量的增加，需要更多的多项式展

开项数和训练点数使得计算结果收敛，这会导致计

算效率大幅度降低 [11−16]。

本文考虑一个 3层模型的浅海海洋环境，根据
设定的 “浅海负梯度温跃层”信道，定量分析了代表
声速剖面、水深和沉积层的 8个不确定环境参数对
水下声传播的影响，同时根据射线理论从海底反射

的角度解释了各个环境因素影响程度差异的具体

原因。

1 声场分布的不确定性分析原理

水下声场的不确定性分析包含随机海洋环境

参数概率分布的不确定性量化、声场模型输出响应

集合的不确定性传播以及声场分布对于随机海洋

环境参数的敏感性分析。图1显示了基于PCE法的
声场不确定性分析过程。

( )

PCE

图 1 基于PCE方法的声场不确定性量化分析
Fig. 1 Quantitative analysis of sound field uncer-
tainty based on PCE model

1.1 多项式混沌展开

由于海洋环境参数空间分布的不均匀性、海洋

动力过程导致的参数不确定性以及观测数据的测

量误差，环境参数表现出服从一定概率密度函数的

分布。将N个不确定的环境参数用集合 {ξi}Ni=1来

表示，对于给定的概率空间，声场模型的输出值可以

展开为

P (ξ) =

∞∑
β=0

αβΓβ(ξ) ≈
∑
β∈A

αβΓβ(ξ)

=α0Γ0+
N∑

i1=1

αi1Γ1(ξi1) +
N∑

i1=1

i1∑
i2=1

αi1i2Γ2(ξi1 , ξi2)

+

N∑
i1=1

i1∑
i2=1

i2∑
i3=1

αi1i2i3Γ3 (ξi1 , ξi2 , ξi3)

+ · · · , (1)
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其中，第一项为多项式混沌展开的均值，Γβ(ξ)为各

阶混沌展开项，αβ为对应各阶混沌展开项的系数，

ξi1 , ξi2 , ξi3 , · · · , ξiN 表示一组互相独立的环境参数
随机变量。

如果用标准正态随机变量来描述不确定参数

变量ξ，则PCE方法可以将模型响应描述为不确定
参数的Hermite多项式函数的展开式。对于其他类
型的随机变量，可以使用不同的多项式基或进行适

当的变换 [17]。表1总结了多项式的选择和随机变量
的分布类型之间的对应关系。

表1 随机变量分布与正交多项式之间的关系

Table 1 Classical univariate polynomial
families used in PCE

变量分布类型 正交多项式

均匀分布 Legendre Pk(x)

高斯分布 Hermite Hek (x)

伽马分布 Laguerre La
k(x)

贝塔分布 Jacobi Ja,b
k (x)

多项式混沌展开的项数可由展开式的最高阶

数M以及随机变量的个数N确定为

AM,N =
(M +N)!

M !N !
. (2)

根据稀疏效应原则，只有输入变量之间的低阶

相互作用才是最重要的，绝大部分高阶相互作用的

影响可以忽略。因此可以利用Q范数来定义一个双
曲截断方案：

AM,N,q =
{
α ∈ AM,N : ∥α∥q 6 N

}
, (3)

式 (3)中，

∥α∥q =

( M∑
i=1

αq
i

)1/q

. (4)

PCE方法的核心是展开系数 {αβ}β∈A的求解。

根据公式 (1)可以得到

P (ξ) = PPCE(ξ) + ε = αTΓ(ξ) + ε, (5)

式 (5)中，P (ξ)是实际输出，PPCE(ξ)为PCE方法
预测输出，ε为残差。

PCE方法的系数求解问题可以构造为最小二
乘优化问题，使得残差最小化：

α̂ = arg min
α

E
[
αTΓ(ξ)− P (ξ)

]
. (6)

1.2 Sobol敏感度分析
本文使用Sobol敏感度指数估计全局非线性敏

感度 [18]。Sobol指数和PCE具有相似的多项式展
开，并且都使用正交项。因此，一旦计算出PCE的
多项式系数，就可以直接得到各阶Sobol指数和总
阶Sobol指数的解析解，而不需要任何额外的模型
计算。根据混沌多项式的正交性可以得到

Var[P (ξ)] =

N∑
i=1

Di +
∑

16i<j6N

Dij + · · · , (7)

式 (7)中，

Di1,··· ,id =
∑
β∈A

α2
β . (8)

则Sobol敏感度指数为

Si1,··· ,id =
Di1,··· ,id

D
=

∑
β∈A

α2
β

D
, (9)

而且满足
N∑
i=1

Si +
∑

16i<j=N

Sij + · · · = 1，其中Si为

一阶敏感度指数，Sij为二阶敏感度指数度指标，D

为总方差。本文只关注一阶、二阶以及总的敏感度

指数。

2 数值计算与分析

2.1 环境参数设置

本文选取如图2所示的3层水声信道参数模型，
图 2中确定性参数为声源频率 500 Hz，温跃层下限
深度D2 = 70 m，海底附近声速为 1500 m/s，其他
不确定参数及其分布如表 2 所示，其中沉积层的吸
收系数根据Hamilton经验公式 [19]来确定

α (f) = Kfβ . (10)
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图 2 水声信道环境参数模型

Fig. 2 Environmental parameter model of shallow
water acoustic channel
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表2 数值计算中使用的不确定性环境参数分布

Table 2 The uncertain environmental pa-
rameters in numerical caculations

序号 参数 分布

1 声源深度/(m·s−1)
S ∼ U(40, 60)

S ∼ U(70, 90)

2 温跃层上界深度/m D1 ∼ N(30, 3)

3 海表面声速/(m·s−1) C ∼ U(1525, 1535)

4 沉积层密度/(g·cm−3) ρ1 ∼ U(1.3, 1.7)

5 沉积层深度/m H2 ∼ U(20, 40)

6
沉积层吸收系数

/(dB·m−1)
α1 ∼

U(α(f)− 0.1, α(f) + 0.1)

7 沉积层声速/(m·s−1) C1 ∼ U(1510, 1590)

8 海底深度/m H1 ∼ U(95, 105)

2.2 声传播的不确定性分析

抛物方程近似声场模型 (Range-dependent
acoustic model-parabolic equation, RAM-PE)是一
种常用的声场计算模型，本文采用该模型与多

项式混沌展开法相结合来研究声场的不确定性

分布。

图 3给出了上发下收 (声源深度：温跃层内；接
收深度：80 m)和下发下收 (声源深度：温跃层以下；
接收深度：80 m)这两种收发情况在 100 km接收距
离处PCE方法与 10000次蒙特卡罗方法计算得到
的传播损失概率密度对比，两种方法计算的结果较

吻合，但是PCE方法仅需调用声场模型 200次即可
满足给定的精度阈值 1%的均方根误差，相较于蒙
特卡罗方法的计算效率大幅提升。可以看到声源位

于温跃层以下时，传播损失均值和标准差较小，分

布相对集中；而当声源位于温跃层内时，由于温跃

层声速的分布特性，声线与海底的相互作用明显增

加，因此海洋环境的不确定性对传播损失的影响更

加剧烈。接下来将利用Sobol敏感度指数来定量分
析表 2中各个序号对应的环境参数对声场分布的影
响程度。

2.3 环境参数敏感度分析

应用 1.1节中Sobol敏感度分析方法，图 4给
出了声源分别位于温跃层内和温跃层以下时在

100 km接收距离 80 m接收深度处的环境参数敏感

度指数，两种情况下沉积层声速的不确定性对于该

接收位置处的传播损失的影响都是占绝对主导地

位，但是声源位于温跃层内时，声源深度对声场分布

的不确定性也有一定的贡献，其他因素的影响基本

可以忽略。同时观察到仅有环境参数的低阶相互作

用对声场不确定性分布影响显著，高阶相互作用的

影响可以忽略，这也符合稀疏效应原则，因此后续主

要从总敏感度指数的角度来分析环境参数的影响

程度。
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图 3 不同声源深度的传播损失分布

Fig. 3 Transmission loss distribution of different
sound source depth

图5为上发下收和下发下收时所有随机参数的
总敏感度指数随传播距离的变化。观察发现两种收

发情况下在 20 km传播距离内，各个环境参数都对
声场的不确定性分布有较重要的影响，且随着传播

距离的增加，除了沉积层声速外的各个参数影响程

度逐渐减小。
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图 4 不同声源位置在 100 km距离上接收点处一阶、二阶及总敏感度指数

Fig. 4 The sensitivity indexes of different sound source depth at 100 km receiving distance

当传播距离大于 20 km时，两种收发情况下声
场分布对环境参数的敏感度呈现一定的差异：对于

温跃层内的声源，声源深度的敏感度指数随着传播

距离增加逐渐增大，并且在 60 km以后稳定在 0.25
左右，沉积层声速的敏感度指数总体保持在 0.7以
上。这是由于跃层中声速的负梯度使得声线向海底

传播，进而增加了与海底的相互作用次数，本文并未

考虑海面粗糙度以及波浪等海表面不确定性参数

对声传播的影响，因此海底环境参数对声场影响最

大，其中海底沉积层声速的影响最大。其他环境参

数的影响非常小，基本可以忽略。当声源位于温跃

层以下时，各个环境参数中，沉积层声速的敏感度指

数基本保持在 0.85以上，是声场不确定性分布的最
主要贡献参数，其他环境参数的敏感度指数都低于

0.1。因此对于 20 km以后的声场分布，给定环境下
仅需要重点考虑沉积层声速的影响。

根据上述计算分析结果，选择下发下收的情况

研究不确定环境参数对不同频率声源声场分布的

影响。从图 6可以看到，当声源位于温跃层以下时，
声源深度对声场分布的影响随着频率的升高不断

增加，与之相反的是沉积层声速敏感度指数逐渐降

低。在较低频段内 (0 ∼ 1700 Hz)，声源深度的敏感
度指数在 0.8以上，其他参数敏感度指数在绝大多
数频率下均保持在0.2以下。

2.4 环境参数敏感度差异解释

海水中声信号经过远距离传输后的能量损失

主要由声传播过程中波阵面的扩展带来的扩展衰

减、不均匀海水介质造成的吸收衰减以及海底海面

边界反射的损失组成。由于给定的信道环境未考虑

海面的影响，而且通过敏感度指数的分析发现海底

底质声学参数对声场分布影响较大，因此这里重点

从射线角度分析海底沉积层参数的影响。
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图 5 所有环境参数的总敏感度指数随传播距离的变化

Fig. 5 The Sobol sensitivity index varies with propagation distance
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图 6 所有环境参数的 Sobol敏感性指数随频率的变化

Fig. 6 The Sobol sensitivity index varies with source frequency
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图 7 声波在两层海底模型中的反射

Fig. 7 Reflection and transmission by a layered halfspace

考虑如图 7所示的 3层模型 [20]，图中Rij和Tij

分别表示反射系数和透射系数，下标对应传播的

方向。除了边界处幅度的变化，还需要考虑相位的

变化：

φ2 = k2h2 sin θ2 = 2π (h2/λ2) sin θ2. (11)

则总的反射系数

R = R12 + T12R23T21 exp(2iφ2)

+ T12R
2
23R21T21 exp(4iφ2) + · · ·

= R12+T12R23T21 exp(2iφ2)

∞∑
n=0

(R23R21 exp(2iφ2))
n

=R12 + T12R23T21 exp(2iφ2)
1

1−R23R21 exp(2iφ2)

=
R12 +R23 exp(2iφ2)

1 +R12R23 exp(2iφ2)
, (12)

式 (12)中，

Rij =
Zj − Zi

Zj + Zi
, (13)

其中，Zi为有效阻抗，Zi =
ρi
ci

sin θi。

则公式 (12)转化为用有效阻抗来表示：

R =
Z2(Z3 − Z1)− i(Z2

2 − Z1Z3) tanφ2

Z2(Z3 + Z1)− i(Z2
2 + Z1Z3) tanφ2

. (14)

海底反射损失可以表示为

BL = −20 lg |R|. (15)

在考虑沉积层吸收时，公式 (13)中有效阻抗中
沉积层声速和基底声速可以分别表示为 [20]

ĉ2 = c2/
√
1 + iα(λ)/27.29,

ĉ3 = c3/
√
1 + iα(λ)/27.29. (16)

将表2中的不确定环境参数带入式 (15)求解海
底反射损失，统计其在不同频率和角度分布的标准

差和均值结果，如图8所示。
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图 8 海底反射损失标准差和均值分布

Fig. 8 The standard deviation and mean distri-
bution of bottom reflection loss

为了方便解释，通过Bellhop射线模型计算上
发下收和下发下收两种情况下典型声源深度 (50 m
和 80 m)对应的本征声线和时间到达结构，如图 9
所示，计算结果也可以反映两种情况下不同声源深

度对应声线和到达结构的总体趋势。图9中：蓝绿色
线表示掠射角小于 7.5◦的本征声线和到达结构，红

色表示掠射角大于 7.5◦小于 15◦的本征声线和到达

结构，其他掠射角对应的声线和到达结构用黑色线

表示，结果表明两种收发情况下掠射角均在 15◦以

内。本文中的掠射角特指声线与海底相互作用时对
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应的掠射角，7.5◦以内称为小掠射角，7.5◦ ∼ 15◦之

间称为大掠射角。

从图 9可以看到，上发下收时，大掠射角本征声
线数量远大于小掠射角声线，而下发下收时的小掠

射角本征声线数量更多。小掠射角声线具有更高的

幅度，因此图 3(b)中下发下收时的传播损失均值远
小于图 3(a)中上发下收的情况。由图 8(a)可见，声
源频率为500 Hz时，大掠射角声线对应更大的海底
反射损失标准差，因此图 3(a)中下发下收时传播损
失的分布标准差更大。
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图 9 两个不同深度声源的本征声线和时间到达结构

Fig. 9 Comparison of the eigenrays and arrivals at two different source depth

对比图 5中上发下收和下发下收两种情况，通
过Bellhop射线模型计算不同接收距离处掠射角
度。当收发距离在 20 km以内时，各个环境因素不
确定性对公式 (14)中的掠射角度和阻抗等都具有
一定程度的影响，且影响程度随距离增加逐渐减小。

在 20 km以后较远的传播距离上，声线到达结
构与图 9中的计算结果较类似。上发下收时，温跃
层中声速的负梯度使得声线向海底传播，声源深度

的变化会显著地改变掠射角的分布位置，从而造成

海底反射损失的较大波动，所以在图 5(a)中 20 km
以后声源深度的敏感度指数较大。

对于下发下收的情况，远距离处声源深度的变

化会一定程度影响小掠射角声线的分布，从图 8中
提取 5◦和 11◦这两个典型掠射角对应的标准差、均

值与频率的关系，如图10所示。观察图 8和图 10可
以看到，不同频率声源在小掠射角下的海底反射损

失波动比大掠射角声线的反射损失波动小很多，因

此声场分布的不确定性程度主要取决于大掠射角

声线海底反射损失波动。低频段内大掠射角对应的

海底反射损失要比高频段小很多，声能量可以传播

到较远距离处，所以低频段内海底沉积层对声场分

布的不确定性影响程度最大。随着声源频率的增大，

海底反射损失的均值也逐渐增加，大掠射角的声线

很难到达远距离处，因此小掠射角的声线贡献了主
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要的声场能量，此时声源深度的影响程度也逐渐增

强，对应图6中随频率变化的环境参数敏感度。
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图 10 掠射角为 5◦和 11◦时海底反射损失标准差、

均值与频率的关系

Fig. 10 The relationship between the standard
deviation, mean value and frequency of bottom
reflection loss

3 结论

本文将Sobol敏感度指标的计算与混沌多项式
展开方法相结合，根据设定的 “水下负梯度温跃层”
信道模型，利用Q范数约束的双曲截断方案来减少
多项式展开项数，有效地分析了 8个海洋环境参数
及其交互效应对不同声源位置、传播距离和声源频

率的声场不确定性分布的影响及Sobol敏感度指数
代表的影响程度，计算结果表明：(1) 对于 20 km以
内较近的传播距离内，上发下收和下发下收两种情

况下各个环境参数都对声场不确定性分布有较大

的影响，在20 km后的远场，沉积层声速是声场不确
定性分布的最主要贡献，同时上发下收时，声源深度

对声场分布也有较大的影响。其他环境参数的影响

基本可以忽略。(2)对于下发下收的情况，声源深度
对声场分布的影响随着频率的升高不断增加，与之

相反的是沉积层声速敏感度指数逐渐降低。

最后利用射线理论从海底反射的角度解释了

各个环境因素影响程度差异的具体原因。理论分析

与计算结果较吻合，结果表明该方法可以有效地处

理大量随机环境参数情况下的声场不确定性量化

问题，并识别出对传播损失最有影响力的参数。在

声呐应用中，根据实际使用条件，综合考虑环境参

数对声场分布的敏感性，忽略敏感度较低的环境参

数的变化性、关注对声场不确定性影响较大的环境

参数，可更精确预报和提升声呐系统的性能。下一

步将在更加复杂的情况，如三维海洋环境和内波等

水平变化环境，对文本所用分析方法的有效性进行

验证。
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