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理想浅海波导中声场奇异点与声源深度的关系∗

王泽茜 李 建† 张 振 顾明宇
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摘要：为了有效利用声场奇异点蕴含的声源参数信息，研究了在理想浅海波导中，远场不同邻阶模态组的声场

奇异点与声源深度之间的关系。推导计算了典型浅海声源声场的邻阶模态组奇异点位置，并通过仿真对奇异

点的分布进行分析，结果显示邻阶模态组的阶数和阶差越大，奇异点分布越复杂。进一步研究发现，邻阶模态

组第一组奇异点的深度和声源深度之间存在联系，并且基于奇异点与声压场的对应关系，在获得准确模态分

布的前提下，可以通过两个邻阶模态组的第一组奇异点深度逆运算获得对应声源深度信息，也可以通过第一

组奇异点深度反演获得声源深度信息。该文为获取浅海声源深度提供了思路。
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Relationship between singular points of the acoustic field in the ideal shallow
waveguide and source depth

WANG Zexi LI Jian ZHANG Zhen GU Mingyu
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Abstract: In order to make better use of the source information contained in the singular points, the
relationship between the singular points of different adjacent mode groups in the far field and the depth of
the source in the ideal shallow waveguide is studied. This article derives the position of singular points of the
typical shallow waveguide source acoustic field. The distribution of singular points is analyzed by simulation,
and the results show that the larger the order and order difference of adjacent mode groups, the more complex
the distribution of singular points. The further research found that there is a relationship between the depth of
the first group of the adjacent mode groups and the depth of the source, based on the correspondence between
the singular points and the acoustic field, and on the premise of obtaining an accurate modes distribution, the
source depth can be obtained through the depth of the first group of singular points of the two adjacent mode
groups, it is also possible to invert the source depth through the first group of singular points. It provides an
idea about obtaining the depth of the source in the shallow waveguide.
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0 引言

Waterhouse[1]于 1985年对水下能量流进行了
流线图绘制，并对声场能量流进行了跟踪，指出能量

流线附近有奇异点存在，为水声学提供了新的研究

思路。之后Skelton[2] 开展了平面波入射水中弹性

球形外壳实验，证明涡点处声压接近0 Pa，鞍点处周
期平均振速接近0 m/s。Mann[3]通过几何论证的方

法，证明了奇异点是流函数的一个孤立极值。Chien
等 [4]通过微分方程描述流线强度的方式对二维声

场中奇异点附近的流线行为进行分析，在 “鞍点处
周期内平均振速接近 0 m/s”的基础上指出：周期内
平均振速和声压相位差为奇数倍的π/2位置也会产

生鞍点。2001年，Eliseevnin等 [5]研究了浅海理想

波导中两个模态干涉产生的奇异点和声功率流，通

过声功率流图像和掠射角图像更直观地探讨了声

功率流特性。2008年，水下奇异点被真正检测到 [6]。

Shchurov[7]于 2019年通过检测奇异点的实验证明
了奇异点的分布，并且涡点会随着时间发生位移，这

有望成为未来获取海洋环境变化的信息来源。

本文在之前研究的基础上，通过仿真分析不同

条件下奇异点的分布特征，并将其与声源深度进行

联系，研究由奇异点获得声源深度的方法。本文主

要内容如下：(1) 推导典型浅海中声源远场奇异点
位置的公式；(2) 分析邻阶模态组 (Adjacent mode
group, AMG)的阶数、阶差与奇异点分布之间的关
系，进一步建立奇异点位置与声源深度之间的关系。

文中，AMG是在已激发模态中任选两个模态进行
组合的简称；阶数是AMG较低阶模态的阶数；阶差
是AMG两个模态阶数之差。

1 奇异点位置计算

2001年，Eliseevnin等 [5]研究了两个传播模态

在波导中产生的声功率流，推导了声源位于海底时

两个模态干涉产生的远场奇异点位置。本文将讨论

更为普遍的情况，即浅海中任意深度声源产生的远

场奇异点位置。为方便分析，假设海洋环境水平各

向同性，二维平面坐标系的水平轴为距离R，垂直轴

为深度 z，以海底为深度参考零点。声源位于 (0, Z0)

处时，波导远场的声场势函数 [8]可表示为

Ψ = − V0

4π
j2π
H

√
2

πR
exp

(
−jπ

4

) m∑
l=1

1√
ξl

cos (blZ0)

× cos (blz) exp [j (ξlR− ωt)] , (1)

其中，V0是声源强度，H为波导深度，ξl和 bl分别对

应第 l阶模态的水平波矢和垂直波矢，ω是圆频率。

由声场势函数可得波导声压和振速：

P = −ρ
∂Ψ

∂t
; VR =

∂Ψ

∂R
; Vz =

∂Ψ

∂z
. (2)

则水平和垂直周期内平均功率流密度向量为

⟨JR⟩ =
1

2
Re (PV ∗

R) , (3)

⟨Jz⟩ =
1

2
Re (PV ∗

z ) . (4)

对公式 (3)和公式 (4)进行计算，得到 l阶模态

和 q阶模态的水平和垂直周期内平均功率流密度向

量方程：

(R/B) ⟨JR⟩

= cos2 (blZ0) cos2 (blz) + cos2 (blZ0) cos2 (bqz)
+ (2 + α) cos (blZ0) cos (bqZ0) cos (blz)
× cos (bqz) cos [(ξl − ξq)R] , (5)
(R/B) ⟨Jz⟩

=
1√
ξlξq

[
bq cos (blz) sin (bqz)

− bl cos (bqz) sin (blz)
]

sin [(ξl − ξq)R]

× cos (bqZ0) cos (blZ0) , (6)

其中，α =
ξl + ξq√

ξlξq
− 2，B =

ρωV 2
0

4πH2
。要解得奇异点

位置 (R, z)，只需令 ⟨JR⟩ = ⟨Jz⟩ = 0来求解R和 z。

(a) 第一组奇异点
令公式 (6)中 sin [(ξl − ξq)R] = 0，解得第一

组奇异点水平坐标R =
nπ

ξl − ξq
(n = 1, 2, · · · )，

π

ξl − ξq
即为场干涉结构周期的大小，将R代入公

式 (5)得

(R/B) ⟨JR⟩

= [cos (blZ0) cos (blz)± cos (bqZ0) cos (bqz)]2

± α cos (blZ0) cos (bqZ0) cos (blz) cos (bqz) . (7)

为了简化运算，通过先估算再补偿的方式进行

求解。令公式 (7)中α = 0 ，式子化为完全平方式，

进一步求解得

cos(blZ0) cos(blz′) + cos(bqZ0) cos(bqz′) = 0, (8)
cos(blZ0) cos(blz′)− cos(bqZ0) cos(bqz′) = 0. (9)

公式 (8)和公式 (9)分别对应 sin[(ξl−ξq)R] = 0

时 cos[(ξl − ξq)R] = −1 和 cos[(ξl − ξq)R] = 1

的结果，对两式进行求解得到第一组奇异点的
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深度估算坐标 z′。设奇异点深度为 z，且满足

cos (blz) = cos [bl (z′ +∆z)] (∆z 是 z和 z′的差值，

记为第一组估计器)，将其联立公式 (7)即可得到
∆z：

∆z ≈ ±
√
αH

6π tan (blz′) tan (blZ0)
. (10)

第一组奇异点对应坐标为 (R，z′ ±∆z)。
(b) 第二组奇异点
令公式 (6)中 bq cos(blz) sin(bqz) − bl cos(bqz) ·

sin(blz) = 0，解得第二组奇异点的深度坐标 z(z有
多组解)，将其代入公式 (5)得到对应的水平坐标R，

同样令α = 0进行估算解得

R′ =

2πn+ arccos
[

cos2(blZ0) + cos2(bqZ0)

(2 + α) cos(blZ0) cos(bqZ0)

]
ξl − ξq

.

(11)

将估算水平坐标R′代入公式 (5)，得到第二组
估计器∆R：

∆R =

arccos
[

cos2(blZ0) + cos2(bqZ0)

(2 + α) cos(blZ0) cos(bqZ0)

]
ξl − ξq

. (12)

第二组奇异点对应坐标为 (R′ ±∆R, z)。
(c) 第三组奇异点
令公式 (5)中 cos(bqZ0) cos(blZ0) = 0，解得

Z0 = nπ/2bq = nH/(2q − 1)或Z0 = nπ/2bl =

nH/(2l − 1)，将Z0代入公式 (6)使其恒为 0 (不
受R的影响)。将Z0 代入公式 (5)得到第三组奇
异点的深度坐标 z = nπ/2bl = nH/ (2l − 1)或

z = nπ/2bq = nH/ (2q − 1)。

第三组奇异点对应坐标为 (R, z)。

2 奇异点位置仿真验证

本文使用的声场理论是简正波法，设 fs、fn分

别为声源频率和波导中n第阶简正波的截止频率，

当 fs > fn，会产生n阶模态。模态数量、顺序以及

形态除受声源频率影响之外，还受到众多波导环

境因素制约，如：声速、波导深度、海底介质等 [9]。

为保证仿真的统一性，本文使用与距离无关的波

导环境，具体参数如表 1所示。将频率为 50 Hz的
声源放置在该波导深度 100 m处，将产生 7阶模态。
(1,7)-AMG(1,7代表当前AMG所选的两阶模态)在
20个场干涉结构周期内的声压和振速分布如图1所
示，图中颜色越深表示声压越接近 0 Pa或振速越

接近 0 m/s，可以看出声压和振速在水平方向上呈
现周期性分布，根据奇异点与声场分布的关系可知

AMG 奇异点同样存在水平周期性 (其它AMG也
经过了验证)。

表1 仿真浅海环境参数

Table 1 Simulation of shallow ocean envi-
ronment parameters

海洋参数 参数值

介质分层数 1
上边界条件 顶端以上为真空

海洋深度 150 m
下边界条件 声学弹性半空间

相速度下限 0 m/s
相速度上限 2000 m/s
接收器深度 0∼150 m
波导介质声速 1500 m/s
海底介质声速 2000 m/s
波导介质密度 1 g/cm3

海底介质密度 2 g/cm3
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图 1 sd = 100 m时 (1,7)-AMG的声压场、振速场分布
Fig. 1 Acoustic pressure, particle velocity of (1,7)-
AMG when sd = 100 m

奇异点位置计算的真实性可以通过AMG声场
仿真图和AMG奇异点分布图来验证，(6,7)-AMG
和 (1,7)-AMG的声场和奇异点分布如图 2所示，图
中AMG的声压近零点、振速近零点和前两组奇
异点分布在位置上有对应关系。对于第三组奇异

点，当声源深度满足Z0 = nπ/2bq或Z0 = nπ/2bl

时，理论上会在 zt = H − nH/ (2l − 1)或 zt =

H − nH/ (2q − 1)存在第三组奇异点。对于 (6,7)-
AMG，当声源深度满足Zt = 150 − 11.5385n (0 <

Zt < 150)时，会在波导深度 zt = 150 − 13.6364n
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(0 < zt < 150) 产生第三组奇异点。以n = 1和

n = 2为例的结果如图3所示，图中横线为第三组奇
异点所在深度，通过对比并未发现第三组奇异点存

在的迹象，并且通过验证发现如果第三组奇异点存

在，其深度并不受声源深度的影响，所以其对于获取

声源深度没有利用价值。

(a) sd=100 m (6,7)-AMG
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(b) sd=100 m (1,7)-AMG
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图 2 前两组奇异点位置验证

Fig. 2 The first two groups of singular points location verification

3 奇异点分析

3.1 阶数与奇异点关系分析

将频率为 50 Hz的声源放至波导底部，产生
的7阶模态可组成 6个 1-AMG(1是当前AMG的阶
差)，图4分别对 (1,2)、(2,3)、(3,4)、(4,5)、(5,6)、(6,7)
AMGs的奇异点分布进行图示 (两个场干涉结构周
期范围内)。

为了便于观察场干涉结构周期大小，图 4
中将水平坐标中心设置为 0，实际对应R满足

cos[(ξl − ξq)R] = 1。由图 4可以看出：(1) 一个
场干涉结构周期内，第一组奇异点组数 (未加估计
器之前的奇异点数量)为numx = 2 × (x − 1)，x对

应AMG的阶数，阶数加1，对应的组数加2。通过大
量实验发现该规律在波导表面、中央以及底部最为

明显。(2) 随着阶数升高，场干涉结构周期逐渐减
小。(3) 第二组奇异点主要分布在波导底部和表面
附近，由于波导表面声场消失，随着阶数升高，靠近

波导表面的第二组奇异点逐渐消失。
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(a) sd=138 m (6,7)-AMG
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(b) sd=126 m (6,7)-AMG
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图 3 第三组奇异点位置验证

Fig. 3 The third group of singular points location verification
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图 4 1-AMG的奇异点分布
Fig. 4 Distribution of singular points of 1-AMG
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3.2 阶差与奇异点关系分析

为了更好地分析阶差与奇异点分布关系，本

文选取不同阶差的最高阶AMG进行奇异点图示，
包括 (6,7)、(5,7)、(4,7)、(3,7)、(2,7)、(1,7) AMGs。
由图 5可以看出，阶差的升高会导致菱形状四点

奇异点排列的产生，该奇异点排列在阶差为 2时
出现，阶差加 1，一个场结构干涉结构周期内菱形
状四点奇异点排列就增加一组，并且是在R满足

cos[(ξl − ξq)R] = 1和 cos[(ξl − ξq)R] = −1的水平

位置上交替增加。在最大阶差时，上下两点奇异点

排列和菱形状四点奇异点排列呈上下分布。

R/m R/m R/m

R/m R/m R/m

150.0

112.5

75.0

37.5

0

150.0

112.5

75.0

37.5

0

z
t
/
m

z
t
/
m

150.0

112.5

75.0

37.5

0

150.0

112.5

75.0

37.5

0

z
t
/
m

z
t
/
m

150.0

112.5

75.0

37.5

0

150.0

112.5

75.0

37.5

0

z
t
/
m

z
t
/
m

-100 -50 0 50 100-100 -50 0 50 100-100-50 0 50 100

-100 0 100-200 -100 0 100 200-200 0 200

(a) (6,7)-AMG (b) (5,7)-AMG (c) (4,7)-AMG

(d) (3,7)-AMG (e) (2,7)-AMG (f) (1,7)-AMG

图 5 (6,7)、(5,7)、(4,7)、(3,7)、(2,7)、(1,7) AMGs的奇异点分布
Fig. 5 The distribution of singular points of (6,7),(5,7),(4,7),(3,7),(2,7),(1,7) AMGs

3.3 声源深度与奇异点关系分析

为更好地观察声源深度变化对奇异点分布的

影响，本文对奇异点分布较复杂的 (1,7)-AMG进行
分析。对将声源放置 25 m、50 m、75 m、100 m、
125 m和150 m时 (1,7)-AMG的奇异点分布进行图
示。从图 6可以看出：第一组奇异点深度在声源为
25 m、75 m以及125 m时相近似，在50 m、100 m以
及150 m时同样近似。通过对 (1,7)-AMG海底第一
组奇异点的深度随声源深度由浅到深的变化进行

图示发现，第一组奇异点深度和声源深度之间存在

类周期性关系，如图7所示。

4 奇异点与声源深度关系研究

4.1 AMG声压场
声场是众多AMG声场的组合，整个波导中奇

异点分布是复杂的。本文主要是对AMG的声场以

及奇异点进行分析，不同的AMG和声源深度会导
致奇异点的位置以及形态发生变化。由于奇异点

的分布和声压场有密切关系，可以通过奇异点将

AMG声压场和声源深度进行联系，而AMG声压场
可以根据模态提取 [10]和简正波理论的声压分解来

获得。简正波理论中声压可以分解为水平和垂直方

向的向量乘积形式：

P (r, z) = Z (z)R (r) , (13)

若已知声压场P，模态提取已获得准确的模态分

布Z，通过公式 (13)可以获得水平向量R 用于计算

AMG的声压场。仿真声压为 [11]

P (r, z)

= 2πωρ
∑
n=l,q

sin(ξlz)F (z0, bn)H(1)
0 (bnr), (14)
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(a) (1,7)-AMG sd=25 m (b) (1,7)-AMG sd=50 m (c) (1,7)-AMG sd=75 m

(d) (1,7)-AMG sd=100 m (e) (1,7)-AMG sd=125 m (f) (1,7)-AMG sd=150 m

图 6 不同声源深度下 (1,7)-AMG的奇异点分布
Fig. 6 Distribution of singular points of (1,7)-AMG under different depth of source

F (z0, bn)

= ξn sin(ξnz0)
[
ξnH − sin(ξnH) cos(ξnH)

− (ρ1/ρ2)
2 tan(ξnH) sin2(ξnH)

]−1
. (15)

H(1)
0 (x)是第一类零阶Hankel函数。通过将式 (14)中
的 sin(ξlz)替换成模态提取获得的模态分布Z即

可得到通过模态提取获得声压结果。图 8为 (6,7)-
AMG获得的仿真声压场分布图和计算声压场分布
图。图 8(a)和图 8(b)的欧氏距离仅为 0.0072，可以
验证通过模态提取的方式获得AMG的声压场分布
图是可行的，可以作为奇异点深度判定的一个参考。
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图 7 海底第一组奇异点深度随声源深度变化规律

Fig. 7 Variation of the depth of the first group of
singular points on the bottom of waveguide with
the depth of source
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图 8 仿真声压场分布图与计算得到的声压场分布图

Fig. 8 Distribution of simulated acoustic pressure
field and calculated acoustic pressure field
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4.2 求逆运算获取声源深度

如果将浅海仿真参数按表 1来设定，奇异点
的分布仅与AMG的阶数、阶差以及声源深度有
关。由公式 (8)、公式 (9)以及图 7可知，第一组奇
异点深度 (AMG声压场近零点深度)和声源深度有
关。将 50 Hz声源放置在波导 100 m深度处，得到
(6,7)-AMG水平距离满足 cos[(ξl−ξq)R] = −1的第

一组奇异点深度分别约为：22.8 m、46.6 m、71.5 m、
96.2 m、121.1 m、146 m，这组奇异点深度对应公
式 (9)，将 z代入公式 (9)得到的结果如图 9所示，图
中横坐标为不同声源深度Z0 代入公式 (9)的值。由
图看出通过一个AMG求解的声源深度不唯一，为
了找到准确的声源深度，需要引入辅助AMG，通过
结合两个AMG的结果得到对应的声源深度。图10
为 (5,7)-AMG和 (6,7)-AMG的结果，由图可知，如
果已知某两个AMG的第一组奇异点深度 (某两个
AMG声场分布的近零点深度)，理论上可以获得声
源的深度，前提是必须获得准确的模态提取结果。
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图 9 (6,7)-AMG的第一组奇异点获取声源深度
Fig. 9 Obtain the depth of source through the
first group of singular points of (6,7)-AMG

4.3 反演获取声源深度

本节将AMG水平位置满足 cos[(ξl − ξq)R] =

−1的第一组最靠近波导表面的奇异点深度作为反

演参数来获得声源深度。在表1的仿真环境下，同样
设置声源深度为 100 m，表 2统计出个别 1,2-AMG
对应奇异点的深度值 (声源深度为 100 m时，低阶
1-AMG奇异点分布不明显，所以用 2-AMG作为参
数补充)。
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图 10 (5,7)-AMG、(6,7)-AMG的第一组奇异点获
取声源深度

Fig. 10 Obtain the depth of source through the
first group of singular points of (5,7)-AMG and
(6,7)-AMG

表2 反演参数

Table 2 Inversion parameter

1,2-AMG(1-7阶) z/m

(2,3)-AMG 58.80

(3,4)-AMG 23.50

(4,5)-AMG 41.35

(5,6)-AMG 14.48

(6,7)-AMG 0.94

(1,3)-AMG 47.29

(2,4)-AMG 41.35

(3,5)-AMG 58.50

(4,6)-AMG 13.82

(5,7)-AMG 12.40

根据反演参数定义代价函数：

Cost (Ω) =
Z (Ω)

2σz
, (16)

Z (Ω) =
1

N
sqrt

(
N∑
i=1

(zei − zci )
2

)
, (17)

其中，Ω 为待反演参数 -声源深度，N是表 2中 1,2-
AMG的数量，公式 (17)采用最小均方差原则来建
立AMG奇异点深度的代价函数，公式 (16)中的σz

表示公式 (17) 的均方差，zci 代表拷贝场奇异点深度
值。对代价函数使用模拟退火算法实现快速寻找Ω0
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使得Cost最小，反演得到声源深度为Ω0 = 100 m，
由于反演数据是理想环境下得到的，所以反演结果

与真实值吻合。

进一步，将声源深度分别放置在不同的深度进

行反演，15个声源深度分别设置是 10 m、20 m、· · ·、
150 m，通过以下误差公式获取实验误差：

∆ =
1

N

N×s∑
i=10,s=10,i=i+s

|Ze
i − Zt

i |
Zt
i

, (18)

公式 (18)中，N是测试的声源深度数量，s是测试声
源深度的间隔深度大小 (此处为 10 m)，Ze

i 是反演

获得的声源深度，Zt
i是参考声源深度。

当模拟退火算法的降温速度小于等于 1 m时
(模拟退火算法中的温度为声源深度，本文降温速度
默认使用1 m)，测试结果∆ 为0，误差为0说明该反
演方法在不考虑模型误差和噪声干扰影响时适用。

当模拟退火算法的降温速度大于 1 m时，会导致拷
贝场温度不包含最优温度，使最优解偏差较大，以降

温速度为3 m为例得到测试结果∆为3.7%。

5 结论

本文仿真分析了理想浅海波导远场AMG的奇
异点分布规律，发现奇异点分布和AMG的阶数、阶
差以及声源深度之间都存在联系。第一组奇异点的

深度和声源深度之间存在着对应的函数关系，又由

于奇异点的分布和波导AMG选取有关，所以通过
模态提取获得模态分布顺序，理论计算得到声压场

水平分量，从而得到两个AMG声压场分布，进一步
通过逆运算从第一组奇异点的声压近零点深度获

取了声源深度信息，该过程的难点是如何准确获得

模态顺序和分布；另外还以第一组奇异点深度作为

代价函数参数，通过反演的方式获得了声源深度。

本文所述方法是在数值模拟的基础上进行的

理论分析，进一步的研究需要在本文的基础上进行

试验数据处理，确认方法的实际可用性和准确性，最

终将基于声场奇异点的声源深度获取方法在现实

中应用。
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