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多项式结构恒定束宽波束形成器的高效

稀疏化设计∗
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摘要：针对传声器阵列多项式结构波束形成器实现复杂度偏大的问题，提出了一种基于交替方向乘子法的

多项式结构波束形成器稀疏化设计方法。该方法利用主瓣空间响应变化的优化准则以实现恒定束宽波束形

成器设计，并通过将原始的高维非凸问题转化为并行求解的低维凸优化子问题，有效提高了多项式结构波束

形成器的稀疏化效率。实验结果表明，与现有多项式结构波束形成器的稀疏化设计方法相比，所提方法在保

持良好的设计鲁棒性的同时具备了更优的恒定束宽性能。在优化效率方面，所提方法耗时仅为现有方法的

0.69%∼1.09%，并且获得了更高的抽头稀疏度。
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Abstract: To address the issue of high computational complexity in implementing polynomial structure beam-
formers for microphone arrays, a sparse design method based on the alternating direction method of multipliers
is proposed. This method utilizes an optimization criterion that considers the mainlobe spatial response vari-
ation to achieve constant-beamwidth beamformer design, and by transforming the original high-dimensional
non-convex problem into parallel solvable low-dimensional convex subproblems, the efficiency of sparse design
for polynomial structure beamformers is significantly improved. Experimental results demonstrate that, com-
pared to existing sparse design methods for polynomial structure beamformers, the proposed method exhibits
better constant-beamwidth performance while maintaining good design robustness. In terms of optimization
efficiency, the proposed method only takes 0.69% to 1.09% of the time required by the existing methods, and
it achieves higher tap sparsity.
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0 引言

波束形成亦称空域滤波，是传声器阵列的一项

关键技术，在声频信号处理领域具有广泛应用 [1−3]。

传统的传声器阵列波束形成器，如滤波求和结构波

束形成器 [4−5]，往往考虑的是静态目标声源。当目

标声源位置发生改变时，需要重新优化波束形成器

的权系数，因此不便应用于目标声源位置动态变化

的场景。为克服传统波束形成器存在的不足，人们

提出了基于多项式结构的传声器阵列波束形成器

设计方法 [6−7]。多项式结构波束形成器在声源位置

发生改变时，不需要调节波束形成器的滤波权系数，

而仅需改变调向参数便可实现波束调向功能，且适

用于任意的阵列几何形状。

与传统的滤波求和结构波束形成器不同，多

项式结构波束形成器的每个传声器通道后面连接

的是由一组并行的有限冲激响应 (Finite impulse
response, FIR)滤波器所构成的Farrow结构，而不
再是单个FIR滤波器。因此，多项式结构波束形成
器的权系数维数更高，实现结构也更为复杂。为了

降低多项式结构波束形成器的实现复杂度，文献 [8]
利用最差平均性能优化 (Worst-case mean perfor-
mance, WCMP)准则实现了多项式结构波束形成
器的稀疏化设计。研究表明，多达超过一半的多项

式结构波束形成器权系数存在冗余，因此，稀疏化设

计对于降低多项式结构波束形成器的实现复杂度

具有重要研究意义。需要注意的是，现有的多项式

结构波束形成器稀疏化设计采用CVX凸优化工具
箱求解优化问题。但是，正如上文所述，多项式结构

波束形成器的权系数维数高，使得相应的稀疏化设

计问题维数偏高，因此采用CVX求解高维稀疏化
设计方法存在效率低的突出问题。另一方面，现有

的多项式结构波束形成器稀疏化设计没有考虑恒

定束宽约束 [9]，可能导致设计的波束形成器的主瓣

频率不变特性不够理想，进而造成较大的目标声信

号失真。

针对多项式结构波束形成器稀疏化设计存在

的以上问题，本文提出了一种基于交替方向乘

子法 (Alternating direction method of multipliers,
ADMM)[10−11] 的多项式结构波束形成器抽头稀

疏方法。该方法利用主瓣空间响应变化 (Mainlobe
spatial response variation, MSRV)[12]优化以实现

多项式结构波束形成器的恒定束宽设计，并通过将

原始的高维非凸问题转化为并行求解的低维凸优

化子问题，有效提高了多项式结构波束形成器的稀

疏化效率。由于将MSRV引入到稀疏化设计的代价
函数中，因此相比现有的稀疏化设计，所提设计方法

的自由度增大。得益于此，所提稀疏化设计方法在

提高多项式结构波束形成器恒定束宽特性的同时，

也能够进一步增大设计结果的稀疏度。

1 传声器阵列模型

考虑远场条件下由K个传声器构成的均匀线

阵。多项式结构波束形成器由滤波模块与调向模

块构成，其结构如图 1所示。滤波模块决定了波束
形成器的阵列响应特性，而调向模块则用于调整

阵列响应的主瓣指向方向。在滤波模块中，每个

传声器连接一个由N个FIR 滤波器并行构成的
滤波器组，每个FIR滤波器有J个抽头系数，相

应的多项式结构波束形成器权值矢量可表示为w

= [w0,0,0, · · · , w0,N−1,0, w0,0,1, · · · , w0,N−1,1, · · · ,
wK−1,0,J−1, · · · , wK−1,N−1,J−1]

T ∈ RKNJ，[·]T表
示转置运算；在调向模块中，当改变目标声源的入

射角度 θd时，无需重新计算权值w，只需令参数

ϕd = θd即可获得期望方向的波束响应。

存在传声器失配误差条件下，对于频率为 f、入

射角度为 θ的声信号，多项式结构波束形成器的波

束图可以表示为 [7]

P̂ (f, θ, ϕd) = wTĝ(f, θ, ϕd), (1)

式 (1)中，ϕd为波束的主瓣调向角度，

ĝ(f, θ, ϕd)=[A(f, θ)⊙ h(f, θ)]⊗e(f)⊗s(ϕd), (2)

其中，⊙为Hadamard积，⊗为Kronecker积，

A(f, θ) = [A0(f, θ), A1(f, θ), · · · , AK−1(f, θ)]
T,

(3)

h(f, θ) =
[
e−j2πfd0 cos θ/c, e−j2πfd1 cos θ/c, · · · ,

e−j2πfdK−1 cos θ/c]T, (4)

e(f) = [1, e−j2πf/fs , · · · , e−j2πf(J−1)/fs ]T, (5)

s(ϕd) = [(ϕ̄d)
N−1, · · · , ϕ̄d, 1]T, (6)

其中，

Ak(f, θ)=[1+∆ak(f, θ)]e−j[∆φk(f,θ)+2πf∆dk cos θ/c],
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图 1 多项式结构波束形成器的结构图

Fig. 1 Structure of polynomial beamformers

k = 0, 1, · · · ,K − 1；∆ak(f, θ)、∆φk(f, θ)及∆dk分

别表示第k个阵元的增益、相位及位置误差；dk为

第k个阵元与参考点的距离，c为空气声速，fs为采

样频率，̄ϕd = (ϕd − 90◦)/90◦为归一化的期望调向

角度，j =
√
−1。

为了便于分析，式 (2)可进一步改写为

ĝ(f, θ, ϕd) = g(f, θ, ϕd) + ∆g(f, θ, ϕd), (7)

其中，g(f, θ, ϕd) = h(f, θ)⊗ e(f)⊗ s(ϕd)为理想导

向矢量，∆g(f, θ, ϕd)为失配误差所引起的误差项。

2 多项式结构波束形成器稀疏优化问题

的构建

2.1 设计准则

在实际应用中传声器通常存在增益、相位和位

置等误差，因此在多项式结构波束形成器的稀疏化

设计中需要采用鲁棒设计方法。现有多项式结构波

束形成器的稀疏化设计采用WCMP 准则较好地解
决了设计的鲁棒性问题 [8]，基于WCMP准则的鲁
棒优化问题表述如下：

min
w

max
f,θ,ϕd

|E{P̂ (f, θ, ϕd)− Pd(f, θ, ϕd)}|, (8)

式 (8)中，f ∈ Ω，θ ∈ Θ，ϕd ∈ Φ (Ω、Θ、Φ分别表示
频率、角度、主瓣指向的调节范围)；Pd(f, θ, ϕd)为理

想波束响应；E{·}表示均值运算。但式 (8)要求实际
波束响应尽可能接近理想响应，未考虑恒定束宽约

束，可能导致所得波束图的主瓣频率不变性较差，进

而造成目标声信号存在较大的失真。

为避免这一问题，提出使用MSRV设计，即令
式 (8)中的理想响应Pd(f, θML, ϕd)为参考频率点的

波束响应 P̂ (f0, θML, ϕd)(θML为主瓣角度，f0为参

考频率)，并考虑对旁瓣波束响应的约束条件，则恒
定束宽多项式结构波束形成器的鲁棒优化设计问

题可以表述为

min
w

max
f,θML,ϕd

∣∣E{wT[ĝ(f, θML, ϕd)

− ĝ(f0, θML, ϕd)]}
∣∣, (9a)

s.t. |E{wTĝ(f0, θML = ϕd, ϕd)}| > 1, (9b)

max
f,θSL,ϕd

|E{wTĝ(f, θSL, ϕd)}| 6 η, (9c)

其中，θML ∈ ΘML，θSL ∈ ΘSL (ΘML、ΘSL分别表示

主瓣、旁瓣的调节范围)；η为旁瓣响应约束值。为避
免计算式 (9a)时产生平凡解，式 (9b)施加了期望指
向角度，即 θML = ϕd时的波束响应约束，当不考虑

传声器失配误差时，式 (9b)取等号。式 (9c)则约束
了旁瓣区域内波束响应的上限。
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2.2 问题构建

通过对代价函数 (9a)增加波束形成器权向量
的 ℓ0范数惩罚项，可以实现多项式结构波束形成器

的稀疏化设计。但相应的优化问题是一种NP-hard
问题，优化求解较为困难。一种可行的解决方案是

采用迭代加权 ℓ1范数
[13]进行稀疏优化处理，从而

获得较好的逼近 ℓ0 范数的凸近似结果。

对于第 l次迭代 (0 6 l 6 L，L为最大迭代次

数)，采用迭代加权 ℓ1范数的多项式结构波束形成

器稀疏化设计问题可表示如下：

min
w

max
f,θML,ϕd

|E{wT[ĝ(f, θML, ϕd)

− ĝ(f0, θML, ϕd)]}|+ δ

KNJ∑
i=1

b
(l)
i |wi|, (10a)

s.t. wi = 0, ∀i ∈ D(l), (10b)

|E{wTĝ(f0, θML = ϕd, ϕd)}| > 1, (10c)

max
f,θSL,ϕd

|E{wTĝ(f, θSL, ϕd)}| 6 η, (10d)

其中，δ为稀疏度控制参数；b
(l)
i = 1/(|w(l−1)

i |+ ε0)，

i = 1, 2, · · · ,KNJ，为第 l次迭代的加权系数；ε0

为一小的正实数，以确保算法的稳定；D(l) =

{i||w(l−1)
i | 6 εD}为权值零位置索引，则式 (10b)

表示当权值低于门限值 εD时则视为是可稀疏的并

置为零值。令b(l) = (b
(l)
i )KNJ×1，则当 l = 0时，有

b(0) = 1KNJ且D(0) = ∅，1KNJ ∈ RKNJ为全 1列
向量。

当迭代次数达到预设的最大值L时，求解如下

含约束的优化问题可得到最优权值w∗：

min
w

max
f,θML,ϕd

|E{wT[ĝ(f, θML, ϕd)

− ĝ(f0, θML, ϕd)]}|, (11a)

s.t. wi = 0, ∀i ∈ D(L), (11b)

|E{wTĝ(f0, θML = ϕd, ϕd)}| > 1, (11c)

max
f,θSL,ϕd

|E{wTĝ(f, θSL, ϕd)}| 6 η. (11d)

以上稀疏化设计问题的整体流程图如图2所示。
根据图 2所示步骤，在对原始非凸问题式 (10)

与式 (11)进行凸近似处理后，类似文献 [8]，可采用
CVX凸优化工具箱进行求解。但考虑到多项式结
构波束形成器权系数维数高，且迭代加权 ℓ1 范数稀

疏涉及多次迭代过程，使用CVX存在优化效率低
的突出问题。鉴于此，下文将提出基于ADMM 的

稀疏优化方法。ADMM具备收敛速度快、计算效率
高等优点 [14]，通过将高维问题转化为多个可并行求

解的低维优化子问题，能够在保证波束形成器性能

的同时实现高效求解。

l=0, 
b↼↽=1KNJ, D↼↽=∅

l/L֓⋆

l/l⇁

(10), w↼l↽

b↼l⇁↽, D↼l⇁↽

D↼L↽

(11) w⇀

0/

图 2 稀疏优化问题的流程图

Fig. 2 Flowchart of sparse optimization problems

3 稀疏化问题的ADMM求解算法

3.1 优化问题的转化

由于式 (9a)∼(9c)为非凸问题，不便于求解。为
此，首先将其近似转化成相应的凸问题。根据式 (7)
可以得到平均波束响应的表达式为

E{P̂ (f, θ, ϕd)}

= wTg(f, θ, ϕd) + E{wT∆g(f, θ, ϕd)}. (12)

因此，根据式 (12)，可以寻找式 (9a)中代价函数的
上界：

|E{wT[ĝ(f, θML, ϕd)− ĝ(f0, θML, ϕd)]}|

= |wT[g(f, θML, ϕd)− g(f0, θML, ϕd)]

+wTE{∆g(f, θML, ϕd)}

−wTE{∆g(f0, θML, ϕd)}|

6 |wT[g(f, θML, ϕd)− g(f0, θML, ϕd)]|

+ |wTE{∆g(f, θML, ϕd)}|

+ |wTE{∆g(f0, θML, ϕd)}|, (13)

式 (13)中，当wT[g(f, θML, ϕd) − g(f0, θML, ϕd)]、

wTE{∆g(f, θML, ϕd)}、−wTE{∆g(f0, θML, ϕd)}三
项同号或w取零解时，不等式的等号成立。

考虑到实际测量偏差，基于WCMP的设计
准则，假设传声器失配误差的均值存在小的扰

动：|E{∆ak(f, θ)}| 6 µa，|E{∆φk(f, θ)}| 6 µφ，
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|E{∆dk}| 6 µd，k = 0, 1, · · · ,K − 1。则根据

Cauchy-Schwarz不等式 [15]得到：

|wTE{∆g(f, θML, ϕd)}| 6 µg||w||2, (14)

其中，

µg=
{
KJ max

ϕd∈Φ

{
[1− (ϕ̄d)

2N ]/[1− (ϕ̄d)
2]
}
[(1+µa)

2

− 2(1 + µa) cos(µφ + 2πfmaxµd/c) + 1]
}1/2

为失配误差均值的最大扇形边界 [5]，fmax为频率最

大值，|| · ||2为 ℓ2范数。利用式 (14)，式 (13)可进一
步转化为

|E{wT[ĝ(f, θML, ϕd)− ĝ(f0, θML, ϕd)]}|

6 |wT[g(f, θML, ϕd)− g(f0, θML, ϕd)]|

+ 2µg||w||2. (15)

根据式 (12)，同样可求得式 (9b)的下界：

|E{wTĝ(f0, θML = ϕd, ϕd)}|

>
∣∣|wTg(f0, θML = ϕd, ϕd)|

− |wTE{∆g(f0, θML = ϕd, ϕd)}|
∣∣, (16)

式中，当wTg(f0, θML = ϕd, ϕd)、w
TE{∆g(f0, θML

= ϕd, ϕd)}两项异号或w取零解时，等号成立。假

设∆g(f, θ, ϕd)为一较小的导向矢量误差项，即

|wTg(f0, θML = ϕd, ϕd)| > |wTE{∆g(f0, θML =

ϕd, ϕd)}|，则将式 (14)代入式 (16)，原始约束问题
式 (9b)可以转化为

|wTg(f0, θML = ϕd, ϕd)| − µg||w||2 > 1. (17)

由于对权值引入相位旋转并不影响原始约束

优化问题的解 [14]，因此可通过旋转相位直至满足

Re{wTg(f0, θML, ϕd)}>0且 Im{wTg(f0, θML, ϕd)}
= 0，其中Re{·}为取实运算，Im{·}为取虚运算。相
应地，式 (17)可以进一步转化为如下的凸约束的
形式：

wTRe{g(f0, θML = ϕd, ϕd)} > 1 + µg||w||2. (18)

类似式 (15)的推导过程，同理可对式 (9c)的旁
瓣波束响应项做如下的松弛处理：

|E{wTĝ(f, θSL, ϕd)}|

6 |wTg(f, θSL, ϕd)|+ µg||w||2. (19)

则式 (9c)可以转化为

max
f,θSL,ϕd

|wTg(f, θSL, ϕd)|+ µg||w ||2 6 η. (20)

根据上述推导结果，式 (10)能够近似转化为如
下的凸优化问题：

min
w

max
f,θML,ϕd

|wT[g(f, θML, ϕd)− g(f0, θML, ϕd)]|

+ 2µg||w||2 + δ

KNJ∑
i=1

b
(l)
i |wi|, (21a)

s.t. wi = 0, ∀i ∈ D(l), (21b)

wTRe{g(f0, θML=ϕd, ϕd)}>1+µg||w||2, (21c)

max
f,θSL,ϕd

|wTg(f, θSL, ϕd)|+ µg||w||2 6 η. (21d)

同理，将式 (15)、式 (18)和式 (20)代入式 (11)能够
得到对应的凸近似表示。

3.2 ADMM求解算法的推导

由于式 (10)与式 (11)的问题构造相似，因此本
节仅讨论如何求解式 (10)，即相应的凸优化问题
式 (21)。

为了便于分析，分别对变量f、θML、θSL、ϕd的取

值范围做离散化处理，即：fh ∈ Ω，h = 1, 2, · · · ,H；
θML,q̂ ∈ ΘML， q̂ = 1, 2, · · · , Q̂；θSL,q̄ ∈ ΘSL，

q̄ = 1, 2, · · · , Q̄；ϕd,r ∈ Φ，r = 1, 2, · · · , R。定义导向
矢量gf,m = g(fh, θML,q̂, ϕd,r) − g(f0, θML,q̂, ϕd,r)，

m = 1, 2, · · · ,M，M = H × Q̂ × R；gSL,s =

g(fh, θSL,q̄, ϕd,r)，s = 1, 2, · · · , S，S = H × Q̄ × R；

g0,r = g(f0, θML = ϕd,r, ϕd,r)，r = 1, 2, · · · , R。
注意到，第 l次迭代过程中，根据第 l − 1次稀

疏化结果，已得到w的零抽头索引D(l)及加权矢量

b(l)，因此根据式 (21b)约束条件能够确定零抽头的
位置，只需更新剩余位置的非零抽头即可。记X为
w的全部位置集合，则第 l次迭代的非零抽头位置

集合可表示为 D̄(l) = X−D(l)。记U为集合 D̄(l)中

的元素个数，U 6 KNJ，则需要更新的抽头矢量表

示如下：

w̃ = {wi|∀i ∈ D̄(l)} ∈ RU . (22)

相应地，̃w的加权系数需重新表示为

b̃
(l)
i = b

(l)
i , ∀i ∈ D̄(l), (23)

式 (23)中，̃b(l)i 表示每次迭代时各非零抽头被赋予

的权重，通过迭代过程中保留权重较大的抽头，从而

提高加权系数优化的稀疏度。同理，更新 w̃所需要

的各导向矢量分别表示为
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g̃f,m = {gi(fh, θML,q̂, ϕd,r)− gi(f0, θML,q̂, ϕd,r)|

∀i ∈ D̄(l)}, m = 1, 2, · · · ,M. (24)

g̃SL,s = {gi(fh, θSL,q̄, ϕd,r)|∀i ∈ D̄(l)},

s = 1, 2, · · · , S. (25)

g̃0,r = {gi(f0, θML = ϕd,r, ϕd,r)|∀i ∈ D̄(l)},

r = 1, 2, · · · , R. (26)

进一步定义如下实矩阵：

Gf,m = [Re{g̃f,m}, Im{g̃f,m}] ∈ RU×2,

m = 1, 2, · · · ,M. (27)

GSL,s = [Re{g̃SL,s}, Im{g̃SL,s}] ∈ RU×2,

s = 1, 2, · · · , S. (28)

G0,r = Re{g̃0,r} ∈ RU , r = 1, 2, · · · , R. (29)

则式 (21)能够转化为实值的形式：

min
w̃

max
m=1,2,··· ,M

||GT
f,mw̃||2 + 2µg||w̃||2 + δ||b̃w̃||1,

(30a)

s.t. GT
0,rw̃ > 1+µg||w̃||2, r=1, 2, · · · , R, (30b)

max
s=1,2,··· ,S

||GT
SL,sw̃||2 + µg||w̃||2 6 η, (30c)

其中，̃b = diag{b̃(l)1 , b̃
(l)
2 , · · · , b̃(l)U }为加权系数对角

阵，|| · ||1表示 ℓ1范数。

为了便于ADMM求解，引入以下辅助变量：

α = max
m=1,2,··· ,M

||GT
f,mw̃||2;

β = max
s=1,2,··· ,S

||GT
SL,sw̃||2;

xm = GT
f,mw̃, m = 1, 2, · · · ,M ;

ys = GT
SL,sw̃, s = 1, 2, · · · , S;

zr = GT
0,rw̃, r = 1, 2, · · · , R;

v = w̃; Y = b̃w̃.

则，式 (30)可进一步转化为

minα+ 2µg||v||2 + δ||Y ||1, (31a)

s.t. 1 + µg||v||2 − zr + τ1 = 0,

τ1 > 0, r = 1, 2, · · · , R, (31b)

β + µg||v||2 − η + τ2 = 0, τ2 > 0. (31c)

并引入拉格朗日乘子矢量λ1、ξ、ς、κ、σ、γ以及拉格

朗日乘子λ2，根据式 (31)构造拉格朗日函数如下：

Lρ = α+
M∑

m=1

ξT
m(xm −GT

f,mw̃)

+
ρ

2
||xm −GT

f,mw̃||22 + 2µg||v||2 + γT(v − w̃)

+
ρ

2
||v − w̃||22 + δ||Y ||1 + σT(Y − b̃w̃)

+
ρ

2
||Y − b̃w̃||22+

R∑
r=1

λ1,r(1+µg||v||2 − zr+τ1)

+
ρ

2
(1 + µg||v||2 − zr + τ1)

2 + κr(zr −GT
0,rw̃)

+
ρ

2
(zr −GT

0,rw̃)2 + λ2(β + µg||v||2 − η + τ2)

+
ρ

2
(β + µg||v||2 − η + τ2)

2 +
S∑

s=1

ςT
s

(
ys

−GT
SL,sw̃

)
+
ρ

2
||ys −GT

SL,sw̃||22, (32)

其中，ρ为ADMM的步进值。式 (30)优化问题等价
于如下的对偶问题 [16]：

max
{λ1,λ2,ξ,ς,κ,σ,γ}

min
{w̃,α,β,x,y,z,v,Y ,τ1,τ2}

Lρ, (33a)

s.t. ||xm||2 6 α, m = 1, 2, · · · ,M, (33b)

||ys||2 6 β, s = 1, 2, · · · , S. (33c)

根据ADMM框架，若在第 t次迭代过程 (0 6
t 6 T，T为最大迭代次数)，已知权值变量 w̃(t)，辅

助变量

{α(t), β(t),x(t),y(t), z(t),v(t),Y (t), τ
(t)
1 , τ

(t)
2 },

拉格朗日乘子变量

{λ(t)
1 , λ

(t)
2 , ξ(t), ς(t),κ(t),σ(t),γ(t)},

则在第 t + 1次迭代过程交替更新各变量时，需

提取式 (32)拉格朗日函数中对应的优化项并代入
式 (33)进行求解，具体步骤推导如下：

步骤1 更新权值变量 w̃(t+1)

w̃(t+1) = arg min
w̃

w̃TAAA

2
w̃ − w̃TBBB(t), (34)

式 (34)中，

AAA = ρ

( M∑
m=1

Gf,mGT
f,m +

S∑
s=1

GSL,sG
T
SL,s

+

R∑
r=1

G0,rG
T
0,r + b̃Tb̃+ IU

)
, (35)

BBB(t) =

M∑
m=1

Gf,m(ξ(t)m + ρx(t)
m )

+
S∑

s=1

GSL,s(ς
(t)
s + ρy(t)

s ) +
R∑

r=1

G0,r(κ
(t)
r + ρz(t)r )

+ b̃T(σ(t) + ρY (t)) + γ(t) + ρv(t), (36)
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且IU ∈ RU×U为U阶单位矩阵。令式 (34)中代价
函数对 w̃的一阶导数为0，可得解：

w̃(t+1) = AAA−1BBB(t). (37)

步骤2 更新辅助变量{α(t+1),x(t+1)}
考虑到变量α与x为优化相关项，需要进行联

合求解：

{α(t+1),x(t+1)}

= arg min
{α,x}

α+

M∑
m=1

ξ(t)m

T

(xm −GT
f,mw̃(t+1))

+
ρ

2
||xm −GT

f,mw̃(t+1)||22, (38a)

s.t. ||xm||2 6 α, m = 1, 2, · · · ,M. (38b)

舍去式 (38a)中与 {α(t+1),x(t+1)}无关的项， 将
式 (38)重新改写为

{α(t+1),x(t+1)}

= arg min
{α,x}

α+
ρ

2

M∑
m=1

||xm − Γ (t+1)
x,m ||22, (39a)

s.t. ||xm||2 6 α, m = 1, 2, · · · ,M, (39b)

其中，

Γ (t+1)
x,m =GT

f,mw̃(t+1) − ξ(t)m /ρ, m = 1, 2, · · · ,M.

按从小到大的顺序将 ||Γ (t+1)
x,m ||2划分成M + 1个

区间：

Λ1
∆
= [0, ||Γ (t+1)

x,1 ||2), · · · ,

Λm
∆
= [||Γ (t+1)

x,m−1||2, ||Γ (t+1)
x,m ||2), · · · ,ΛM+1

∆
= [||Γ (t+1)

x,M ||2,∞).

类似文献 [11] 的推导过程，计算式 (39)所得结果为

α(t+1) = {α̂|α̂ ∈ Λι, ι = 1, 2, · · · ,M + 1}, (40)

其中，定义符号 [·]+为max{0, ·}，

α̂ =



−
1

ρ
+
∑M

m=ι
||Γ (t+1)

x,m ||2

M − ι+1


+

, 1 6 ι 6M,

0, ι =M + 1,

进一步可得：

x(t+1)
m =Γ

(t+1)
x,m , ||Γ (t+1)

x,m ||2 6 α(t+1),

(Γ
(t+1)
x,m /||Γ (t+1)

x,m ||2)α(t+1), ||Γ (t+1)
x,m ||2 > α(t+1),

m = 1, 2, · · · ,M. (41)

步骤3 更新辅助变量{β(t+1),y(t+1)}

{β(t+1),y(t+1)}

= arg min
{β,y}

λ
(t)
2 (β + µg||v(t)||2 − η + τ

(t)
2 )

+
ρ

2
(β + µg||v(t)||2 − η + τ

(t)
2 )2

+
S∑

s=1

ς(t)s

T
(ys −GT

SL,sw̃
(t+1))

+
ρ

2
||ys −GT

SL,sw̃
(t+1)||22, (42a)

s.t. ||ys||2 6 β, s = 1, 2, · · · , S. (42b)

为了简化运算，舍去与求解无关的项：

{β(t+1),y(t+1)} = arg min
{β,y}

(β − Γ
(t)
β )2

+
S∑

s=1

||ys − Γ (t+1)
y,s ||22, (43a)

s.t. ||ys||2 6 β, s = 1, 2, · · · , S, (43b)

其中，

Γ
(t)
β = η − µg||v(t)||2 − τ

(t)
2 − λ

(t)
2 /ρ,

Γ (t+1)
y,s = GT

SL,sw̃
(t+1) − ς(t)s /ρ, s = 1, 2, · · · , S.

由于式 (43)与式 (39)问题相似，根据步骤2，若

将 ||Γ (t+1)
y,s ||2按从小到大划分为S+1个区间：Ξ1

∆
=

[0, ||Γ (t+1)
y,1 ||2), · · · , Ξs

∆
= [||Γ (t+1)

y,s−1||2, ||Γ
(t+1)
y,s ||2),

· · · , ΞS+1
∆
= [||Γ (t+1)

y,S ||2,∞)，同理可得式 (43)的最

优解为

β(t+1) = {β̂|β̂ ∈ Ξχ, χ = 1, 2, · · · , S + 1}, (44)

式 (44)中，

β̂ =



Γ (t)
β +

∑S

s=χ
||Γ (t+1)

y,s ||2
S − χ+ 2


+

, 1 6 χ 6 S,

[Γ
(t+1)
y,s ]+, χ = S + 1,

进一步得到：

y(t+1)
s =
Γ

(t+1)
y,s , ||Γ (t+1)

y,s ||2 6 β(t+1),(
Γ

(t+1)
y,s

||Γ (t+1)
y,s ||2

)
β(t+1), ||Γ (t+1)

y,s ||2 > β(t+1),

s = 1, 2, · · · , S. (45)
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步骤4 更新辅助变量z(t+1)

z(t+1)

= arg min
z

R∑
r=1

λ
(t)
1,r(1 + µg||v(t)||2 − zr + τ

(t)
1 )

+
ρ

2
(1 + µg||v(t)||2 − zr + τ

(t)
1 )2

+
R∑

r=1

κ(t)r (zr −GT
0,rw̃

(t+1))

+
ρ

2
(zr −GT

0,rw̃
(t+1))2. (46)

对式 (46)做进一步化简：

z(t+1) = arg min
z

R∑
r=1

(zr − Γ̂ (t)
z,r)

2 + (zr − Γ̄ (t+1)
z,r )2,

(47)

式 (47)中，Γ̂ (t)
z,r = 1 + µg||v(t)||2 + τ

(t)
1 + λ

(t)
1,r/ρ，

Γ̄
(t+1)
z,r = GT

0,rw̃
(t+1) − κ

(t)
r /ρ，r = 1, 2, · · · , R。将

式 (47)拆分为R个独立子问题，容易求得每个子问

题的解：

z(t+1)
r = (Γ̂ (t)

z,r + Γ̄ (t+1)
z,r )/2, r = 1, 2, · · · , R. (48)

步骤5 更新辅助变量Y (t+1)

Y (t+1) = arg min
Y

δ||Y ||1 + σ(t)T
(Y − b̃w̃

(t+1)
)

+
ρ

2
||Y − b̃w̃

(t+1)
||22. (49)

等价于求解如下问题：

Y (t+1)=arg min
Y

δ||Y ||1 +
ρ

2
||Y − Γ

(t+1)
Y ||22, (50)

式 (50)中，Γ (t+1)
Y = b̃w̃(t+1) − σ(t)/ρ。式 (50)为

典型的 ℓ1 + ℓ22 范数凸优化问题，可求得其软阈值

解 [17]：

Y (t+1)
u = sign(Γ (t+1)

Y,u )[|Γ (t+1)
Y,u | − δ/ρ]+,

u = 1, 2, · · · , U, (51)

式 (51)中，sign(·)表示符号函数。
步骤6 更新辅助变量v(t+1)

v(t+1) =

arg min
v

2µg||v||2 + γ(t)T
(v − w̃(t+1))

+
ρ

2
||v − w̃(t+1)||22

+
R∑

r=1

λ
(t)
1,r(1 + µg||v||2 − z(t+1)

r + τ
(t)
1 )

+
ρ

2
(1 + µg||v||2 − z(t+1)

r + τ
(t)
1 )2

+ λ
(t)
2 (β(t+1) + µg||v||2 − η + τ

(t)
2 )

+
ρ

2
(β(t+1) + µg||v||2 − η + τ

(t)
2 )2. (52)

式 (52)可转化为 ℓ2 + ℓ22结构的优化问题：

v(t+1)=argmin
v
ψ(t+1)||v||2+

ρ

2
||v−Γ (t+1)

v ||22, (53)

式 (53)中，ψ(t+1) = µg[2 + λ
(t)
2 + ρ(Rτ

(t)
1 + τ

(t)
2 +

β(t+1)+R−η)+
R∑

r=1

(λ
(t)
1,r − ρz(t+1)

r )]/[1+µ2
g(1+R)]，

Γ
(t+1)
v = (w̃(t+1) − γ(t)/ρ)/[1 + µ2

g(1 + R)]。根据

附录A，通过微分运算可求得其最优解：

v(t+1) =

Γ
(t+1)
v [Υ̂ ]+, ||Γ (t+1)

v ||2 ̸= 0,

0U , ||Γ (t+1)
v ||2 = 0,

(54)

其中，̂Υ = (||Γ (t+1)
v ||2 − ψ(t+1)/ρ)/||Γ (t+1)

v ||2。
步骤7 更新辅助变量 τ

(t+1)
1

τ
(t+1)
1 = arg min

τ1>0

R∑
r=1

λ
(t)
1,r(1 + µg||v(t+1)||2

− z(t+1)
r + τ1) +

ρ

2
(1 + µg||v(t+1)||2

− z(t+1)
r + τ1)

2. (55)

易求得其最优解为

τ
(t+1)
1 =

[
− 1− µg||v(t+1)||2

+
R∑

r=1

(z(t+1)
r − λ

(t)
1,r/ρ)/R

]
+

. (56)

步骤8 更新辅助变量 τ
(t+1)
2

τ
(t+1)
2 = arg min

τ2>0
λ
(t)
2 (β(t+1) + µg||v(t+1)||2 − η

+ τ2) +
ρ

2
(β(t+1) + µg||v(t+1)||2 − η + τ2)

2. (57)

类似步骤7，可求得最优解为

τ
(t+1)
2 = [η − β(t+1) − µg||v(t+1)||2 − λ

(t)
2 /ρ]+.

(58)

步骤9 更新拉格朗日乘子变量{λ(t+1)
1 , λ

(t+1)
2 ,

ξ(t+1), ς(t+1),κ(t+1),σ(t+1),γ(t+1)}

λ
(t+1)
1,r = λ

(t)
1,r + ρ(1 + µg||v(t+1)||2 − z(t+1)

r

+ τ
(t+1)
1 ), r = 1, 2, · · · , R, (59a)

λ
(t+1)
2 = λ

(t)
2 + ρ(β(t+1) + µg||v(t+1)||2
− η + τ

(t+1)
2 ), (59b)
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ξ(t+1)
m = ξ(t)m + ρ(x(t+1)

m −GT
f,mw̃(t+1)),

m = 1, 2, · · · ,M, (59c)

ς(t+1)
s = ς(t)s + ρ(y(t+1)

s −GT
SL,sw̃

(t+1)),

s = 1, 2, · · · , S, (59d)

κ(t+1)
r = κ(t)r + ρ(z(t+1)

r −GT
0,rw̃

(t+1)),

r = 1, 2, · · · , R, (59e)

σ(t+1) = σ(t) + ρ(Y (t+1) − b̃w̃
(t+1)

), (59f)

γ(t+1) = γ(t) + ρ(v(t+1) − w̃(t+1)). (59g)

交替更新步骤 1∼步骤 9中的各变量，并设置
ADMM迭代停止条件为

(α(t+1) + 2µg||v(t+1)||2 + δ||Y (t+1)||1)− (α(t) + 2µg ||v(t)||2 + δ||Y (t)||1)
α(t) + 2µg||v(t)||2 + δ||Y (t)||1

6 ϑ, (60)

或达到最大迭代次数T，其中ϑ为设定的收敛控制参数。

综上，针对式 (21)优化问题的ADMM求解过程如表1所示。

表1 优化问题式 (21)的ADMM求解步骤
Table 1 ADMM solution steps for the optimization problem (21)

输入：零抽头索引D(l)，加权矢量 b(l)，导向矢量 gf，gSL，g0。

初始化： 1. 计算非零位置 D̄(l) = X − D(l)，根据式 (26)∼式 (29)更新加权矩阵 b̃ 与导向矩阵Gf、GSL、G0；

2. 步进值 ρ，收敛参数 ϑ，稀疏系数 δ，旁瓣响应约束 η，最大迭代次数 T；

3. t = 0，权值变量 w̃(0)，辅助变量 {α(0), β(0),x(0),y(0),z(0),v(0),Y (0), τ
(0)
1 , τ

(0)
2 }，

拉格朗日乘子变量 {λ(0)
1 , λ

(0)
2 , ξ(0), ς(0),κ(0),σ(0),γ(0)}。

迭代过程： 1. 根据式 (35)与式 (36) 求得AAA和BBB(t)，并通过式 (37) 更新 w̃(t+1)；

2. 根据式 (40)及式 (41)分别得到α(t+1)与x
(t+1)
m (m = 1, 2, · · · ,M)；

3. 通过式 (44) 和式 (45) 分别求得最优解 β(t+1)与y
(t+1)
s (s = 1, 2, · · · , S)；

4. 利用式 (48)计算得到 z(t+1)；

5. 根据式 (51) 得到软阈值解Y (t+1)；

6. 通过附录A中的式 (63)得到 Υ̂ 的表达式，进而利用式 (54)求得解 v(t+1)；

7. 经式 (56) 得到辅助变量 τ
(t+1)
1 ；

8. 经式 (58)求得辅助变量 τ
(t+1)
2 ；

9. 利用式 (59a)∼式 (59g) 更新拉格朗日乘子 {λ(t+1)
1 , λ

(t+1)
2 , ξ(t+1), ς(t+1),κ(t+1),σ(t+1),γ(t+1)}；

10. t = t+ 1；

11. 重复执行 1–10 步，直至满足式 (60)或 t = T 时停止迭代。

输出：权值最优解 w̃∗。

需要注意的是，本文所提稀疏算法由式 (10)与
式 (11)两部分优化问题构成。对于式 (10)的凸近似
问题，表1给出了相应的求解步骤。而使用ADMM
求解式 (11)的凸近似问题时无需考虑 ℓ1范数项，因

此仅需去掉表1中变量b、Y、σ的计算部分即可，此

处不再赘述。

4 仿真实验

4.1 波束形成性能分析

本节将针对所提稀疏算法、现有稀疏算法 [8]与

非鲁棒算法进行对比分析。这里，非鲁棒算法指的

是设计中不考虑传声器失配误差影响，即在式 (9)
中采用理想导向矢量计算权值。

考虑由K = 10阵元组成的均匀线阵，每个阵

元后接N = 5个FIR滤波器，每个滤波器有J = 30

个抽头。阵元间距d = 0.04 m，声速 c = 340 m/s，
信号采样频率 fs = 8000 Hz。设各阵元的增益、
相位、位置误差范围分别为∆ak ∈ [−0.1, 0.1]、

∆φk ∈ [−5◦, 5◦]及∆dk ∈ [−3, 3] mm；误差均值
上界分别为µa = 1× 10−6，µφ = 8.73× 10−7，µd =

3 × 10−8。设频率范围Ω = [1000, 3500] Hz，参考
频率 f0 = 3000 Hz，调向角度范围Φ = [40◦, 140◦]，

主瓣宽度与过渡带宽度均为 20◦；取频率范围Ω，

调向角度范围Φ，主瓣范围ΘML，旁瓣范围ΘSL

的离散点数分别为H = 51、R = 6、Q̂ = 11、

Q̄ = 36。对式 (10)的迭代次数L = 5，加权矢量常

参 ε0 = 1× 10−6，稀疏系数 δ = 1× 10−6，稀疏门限

值 εD = 1 × 10−6，ADMM最大迭代次数T = 300，
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步进值ρ = 0.01，收敛参数ϑ = 1× 10−6。旁瓣响应

约束值 η = −10 dB，为了公平比较，在现有稀疏算
法与非鲁棒算法中，同样添加了对指向角度响应及

旁瓣响应的约束条件。

在图 3与图 4中分别给出了调向角度ϕd = 60◦

及ϕd = 90◦下三种算法设计的波束方向图及其侧

视图，所得波束图为 1000次蒙特卡洛实验的平均
结果。

由图 3和图 4可以看出，与鲁棒算法设计的波
束图相比，在失配误差条件下，非鲁棒算法所得波

束图在各调向角度下均发生严重畸变，尤其在低频

部分更为敏感，已基本丧失了空域滤波能力。为了

进一步评价不同算法的鲁棒特性，图 5给出了调向
角度分别为ϕd = 60◦及ϕd = 90◦时，各算法的白噪

声增益 (White noise gain, WNG)[7] 随频率的变化
曲线。
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图 3 不同算法在期望调向 60◦的波束图

Fig. 3 Beampatterns of different algorithms for the look direction of 60◦
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图 4 不同算法在期望调向 90◦的波束图

Fig. 4 Beampatterns of different algorithms for the look direction of 90◦

从图5可以看出，非鲁棒算法在低频处的WNG
很低，意味着其在低频处对传声器失配误差非常敏

感，因此造成了低频处方向图的严重畸变。相比较，

由于稀疏算法考虑到了传声器失配误差的影响，低

频处的WNG要明显高于非鲁棒算法，使得波束图
受传声器失配误差的影响更小。另外，相较于现

有稀疏算法，所提稀疏算法在调向角度 60◦与 90◦

下的WNG整体表现更优。这表明所提改进算法在
WCMP鲁棒设计的基础上，通过引入求解自由度
更高的MSRV设计，能够具备更佳的抵抗噪声干扰

能力。

其次，针对两种鲁棒的稀疏算法而言，由图 3
与图 4所示波束图能够看出，相较于现有稀疏算法，
所提稀疏算法的波束图在不同调向角度下具备了

更佳的恒定束宽性能。为了定量评价恒定束宽性

能，这里引入主瓣响应的最大波动指标 [18]，其定义

为主瓣区域内最大波束图增益与最小波束图增益

的差值，该指标越小表明波束图的恒定束宽性能越

好。对比两种稀疏算法的最大主瓣波动值可知，当

波束指向为ϕd = 60◦时，所提算法的最大主瓣波动
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值为 0.14 dB (波束图对应图 3(d))，要优于现有稀
疏算法的 1.07 dB (波束图对应图 3(e))；当波束指
向为ϕd = 90◦时，所提算法的最大主瓣波动值为

0.61 dB (波束图对应图4(d))，也要优于现有稀疏算
法的 1.14 dB (波束图对应图 4(e))。这一结果说明，
所提稀疏算法采用MSRV设计有效改善了多项式
结构波束形成器的恒定束宽性能。
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图 5 不同算法在ϕd = 60◦及ϕd = 90◦ 下的频率

-WNG 变化
Fig. 5 Frequency-WNG variation of different al-
gorithms at ϕd = 60◦ and ϕd = 90◦

为了进一步在不同指向角度下，对各算法的鲁

棒特性及恒定束宽性能进行对比分析，在图 6中分
别给出了最小WNG与最大主瓣波动随调向角度的
变化曲线。此处，最小WNG(取频率范围内最小值)
反映了各算法对低频范围的敏感程度。

由图 6(a)可以看出，在整个主瓣调向范围内，
稀疏算法的最小WNG均要显著高于非鲁棒算法。
具体地，与非鲁棒算法相比，现有稀疏算法的最小

WNG在调向角度范围内能够提高44.32∼55.02 dB；
而所提稀疏算法的最小WNG较现有稀疏算法则可
以进一步提升16.19∼20.46 dB。由于非鲁棒算法受
传声器失配误差影响较大，其最大主瓣波动明显高

于稀疏算法，因此图 6(b)只给出了稀疏算法最大主
瓣波动的比较结果。由图 6(b)可知，在整个主瓣调
向范围内，所提稀疏算法的恒定束宽特性整体上均

优于现有稀疏算法，其中，所提稀疏算法的最大主

瓣波动的最大值为 0.71 dB，而现有稀疏算法表现
较差，其最大值达到了 1.46 dB。这表明所提稀疏算
法将MSRV设计与鲁棒WCMP准则相结合，所构
造的多项式结构波束形成器，在不同调向角度下均

能保证良好的鲁棒性，同时具备了更佳的恒定束宽

性能。
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图 6 不同算法在调向角度范围内的最小WNG与
最大主瓣波动变化

Fig. 6 Minimum WNG and maximum main-
lobe fluctuation variation of different algorithms
within the range of steering angle

4.2 优化效率分析

本节将针对ADMM求解的所提稀疏算法与
CVX求解的现有稀疏算法，从权值抽头稀疏度与运
行时间两方面进行算法优化效率的对比，实验均在

Intel(R) Core(TM) i5-11300H@3.10 GHz的计算机
配置下进行。

首先给出K = 10、N = 5、J = 30维数下的多

项式结构波束形成器稀疏抽头位置分布情况，即对

应于 4.1节所讨论的仿真条件。结果如图 7所示，其
中图 7(a)为现有稀疏算法得到的稀疏抽头位置分
布图，稀疏抽头的总数为 400；图7(b)为本文所提稀
疏算法得到的稀疏抽头位置分布图，稀疏抽头的总

数为 590。相比较，所提稀疏算法多稀疏了 12.66%
的抽头。这是由于MSRV设计提高了求解自由度，



第 43卷 第 6期 王晓楠等： 多项式结构恒定束宽波束形成器的高效稀疏化设计 1215

而将MSRV与迭代加权 ℓ1稀疏方法结合则为抽头

潜在稀疏位置的增加提供了可能性。

为了进一步分析多项式结构波束形成器维数

变化对算法优化效率的影响，设置多项式结构宽带
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图 7 不同算法所设计波束形成器的稀疏抽头位置分布

Fig. 7 Distribution of sparse tap positions in
beamformers designed by different algorithms

波束形成器的阵元数K = 9、K = 10，FIR滤波器
个数N = 5、N = 6，每个滤波器的抽头数J = 30、

J = 40，其余参数设置与 4.1节相同。表2 则给出了
所提稀疏算法与现有稀疏算法在稀疏权值抽头数

和运行时间两方面的数据对比情况。此处定义权值

稀疏度为稀疏抽头数与总抽头数的比值，其中总抽

头数为K ×N × J。

由表2可知，在不同波束形成器维数下，所提稀
疏算法的权值稀疏度始终高于现有稀疏算法，且平

均有 11.08%的稀疏度提升。同时，维数增加将导致
现有稀疏算法使用CVX的计算耗时明显增加，而所
提稀疏算法使用ADMM耗时受影响较小，能够减
少两个数量级且仅占CVX求解的 0.69%∼1.09%。
当波束形成器维数较高时，如10× 6× 40的维数下，

表格中 “—”表示CVX已无法求解，而ADMM仅有
396.53 s的运行时长。总的来说，得益于求解自由度
更高的MSRV设计，使用ADMM求解稀疏凸问题，
能够稀疏掉更多的冗余抽头；同时，利用ADMM分
布并行式求解的特性，可以极大程度地减少耗时，节

省运算资源，且系统规模越大维数越高的情况下其

高效计算的优势更为明显。

表2 不同算法的优化效率对比

Table 2 Optimization efficiency comparison of different algorithms

阵元数 滤波器个数 抽头数
稀疏抽头数/稀疏度 运行时间/s

现有稀疏算法 所提稀疏算法 现有稀疏算法 所提稀疏算法

9

5
30 361/26.74% 519/38.44% 25622.56 279.53

40 586/32.56% 818/45.44% 41766.25 321.02

6
30 581/35.86% 755/46.60% 31873.18 292.92

40 929/43.01% 1154/53.43% 50542.43 348.59

10

5
30 400/26.67% 590/39.33% 31976.13 299.24

40 715/35.75% 914/45.70% 47550.22 335.77

6
30 700/38.89% 866/48.11% 37868.94 311.57

40 —/— 1278/53.25% — 396.53

5 实测实验

本节将通过实测实验比较所提稀疏算法与现

有稀疏算法的性能表现。同文献 [7]和文献 [11]，实
测实验在尺寸为 5.5 m × 3.3 m × 2.4 m的消声室
中进行，采用阵元间距为 4 cm的 7阵元均匀线阵。
声源距阵列中心为 2.5 m，声源由频率为 1500 Hz、
2000 Hz、2500 Hz、3000 Hz、3500 Hz 的正弦波信号

混合构成。采用美国国家仪器 (NI)的NI USB-6363
型号数据采集卡进行传声器信号采集，采样率为

8000 Hz。在多项式结构波束形成器设计中，设置
FIR滤波器个数N = 5，每个滤波器抽头数J = 30，

其余参数设置与4.1节相同。
首先给出两种稀疏算法所设计波束形成器的

稀疏抽头分布情况，如图 8所示。现有稀疏算法的
稀疏度为 22.57%，而所提算法的稀疏抽头位置分
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布更广，其稀疏度为 36.67%，相较现有算法提高了
14.10%的稀疏度。

(a) 

(b) 

30

25

20

15

10

5

0

30

25

20

15

10

5

0

35302520151050

35302520151050

图 8 两种算法所设计波束形成器的稀疏抽头位置分布

Fig. 8 Distribution of sparse tap positions in beam-
formers designed by two algorithms

为了进一步定量分析各算法在实测环境中

的波束形成器性能，定义输出输入信号幅度比

(Beamformer output to microphone signal ratio,
BOMSR)为波束形成器在频域内输出信号与参考
阵元的输入信号的频谱幅度比 [5]。对于期望方向入

射的信号，幅度比越接近 1，表明波束形成器的信号
无失真效果越好；对于旁瓣方向入射的信号，幅度比

越接近 0，则表明波束形成器对噪声干扰抑制的能
力更强。

针对所提稀疏算法与现有稀疏算法设计两组

实测实验：由表 3分别给出声源在期望 90◦入射与
旁瓣40◦入射的实测实验结果；表4分别给出声源在
期望 110◦入射与旁瓣 60◦入射的实测实验结果。所
得实验结果均为实测环境中40次测量的平均结果。

由表 3可知，当声源从期望方向 90◦入射时，现
有算法与所提算法的平均BOMSR分别为 0.8759
和 1.0322，说明所提算法对期望信号无失真处理的
平均水平更高；且相较于现有算法，所提算法在各频

率点处的BOMSR更接近 1，表明所提算法对不同
频率信号的无失真处理能力更强。当声源从旁瓣方

向40◦入射时，由于 4.1节仿真实验中设置了旁瓣响

应约束值为−10 dB，即输出输入幅度比最大值应不
超过 0.3162。可知现有算法在 1500 Hz低频处不满
足旁瓣响应约束，这是因为，与所提算法相比，现有

算法在低频范围的WNG 表现较差，可能导致抑制
旁瓣信号的能力变弱；而所提算法由于受失配误差

影响较小，则在各频率点均能满足设计要求。

表3 实验一中不同算法的输出输入频谱幅度比

Table 3 BOMSR of different algorithms
in the first experiment

声源入射角度 频率/Hz 现有稀疏算法 所提稀疏算法

90◦ (期望方向)

1500 1.2591 1.2577

2000 0.7736 0.9934

2500 0.7708 0.9407

3000 0.8110 0.9692

3500 0.7650 1.0001

40◦ (旁瓣方向)

1500 0.6487 0.0271

2000 0.0940 0.0496

2500 0.1833 0.1974

3000 0.1320 0.1050

3500 0.1411 0.0990

表4 实验二中不同算法的输出输入频谱幅度比

Table 4 BOMSR of different algorithms
in the second experiment

声源入射角度 频率/Hz 现有稀疏算法 所提稀疏算法

110◦ (期望方向)

1500 1.2654 1.2640

2000 0.4988 0.9073

2500 0.6348 0.8506

3000 0.7169 0.9794

3500 0.7834 1.0330

60◦ (旁瓣方向)

1500 0.1651 0.0292

2000 0.0693 0.0534

2500 0.1376 0.2126

3000 0.1772 0.1131

3500 0.1402 0.1066

在表4中，类似对表3的分析，对期望110◦入射
的声源，现有算法与所提算法的平均BOMSR 分别
为 0.7799和 1.0069，这表明所提算法对无失真处理
信号的平均性能更优，且所提算法在各频率点处的

BOMSR同样表现更好。对于从旁瓣 60◦入射的声
源，两种稀疏算法的BOMSR均低于0.3162，能够满
足设计要求。因此，综合分析两组实测数据可知，与
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现有稀疏算法相比，所提稀疏算法在满足旁瓣响应

约束要求的同时，表现出了更佳的期望方向信号无

失真特性。

6 结论

本文提出了一种多项式结构恒定束宽波束形

成器的高效稀疏化设计方法，在现有稀疏算法的基

础上，通过引入求解自由度更高的MSRV设计，改
善了多项式结构波束形成器的恒定束宽性能，同时

利用迭代加权 ℓ1范数进行抽头稀疏优化，并采用

ADMM求解算法进一步提高了优化的效率。研究
结果表明，相较于现有稀疏算法，所提稀疏算法在

不同指向角度下的主瓣频率不变特性更优，同时也

保持了良好的设计鲁棒性。另外，将具有更高求解

自由度的MSRV设计与抽头稀疏优化问题结合，有
利于挖掘更多潜在的稀疏抽头。对比现有的利用经

典CVX工具箱进行优化的稀疏设计，本文提出的
ADMM稀疏设计方法取得了更高的稀疏度，且优
化求解的耗时可以降低两个数量级。
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附录A

针对 3.2节的步骤 6，根据式 (53)对辅助变量v(t+1)进行求解。定义式 (53) 中的代价函数为F (v) = ψ(t+1)||v||2 +
ρ

2
||v − Γ

(t+1)
v ||22，令F (v)对向量v的一阶导数为0，即：

∂F (v)

∂v
= ψ(t+1) ∂||v||2

∂v
+ ρ(v − Γ (t+1)

v ) = 0, (A1)

式 (A1)中，对 ℓ2范数求一阶导数，可得
∂||v||2
∂v

=

 v/||v||2, v ̸= 0U ,

{GGG|||GGG||1 6 1}, v = 0U ,
其中0U ∈ RU 为全零列向量。

因此，求解式 (A1)可分为如下两种情况：
(1) 若v ̸= 0U，则式 (A1)可以表示为

[1 + ψ(t+1)/(ρ||v||2)]v = Γ (t+1)
v . (A2)

∃ Υ > 0，使得v = ΥΓ
(t+1)
v ，代入式 (A2) 得到：

Υ̂ = (||Γ (t+1)
v ||2 − ψ(t+1)/ρ)/||Γ (t+1)

v ||2 > 0. (A3)

此时v = Υ̂Γ
(t+1)
v ，||Γ (t+1)

v ||2 > ψ(t+1)/ρ且 ||Γ (t+1)
v ||2 ̸= 0。

(2) 若v = 0U，则式 (A1)可以表示为

(ψ(t+1)/ρ)GGG = Γ (t+1)
v , s.t. ||GGG||1 6 1. (A4)

此时v = 0U，且 ||Γ (t+1)
v ||2 6 ψ(t+1)/ρ。

根据上述推导，可得v(t+1) =

 Γ
(t+1)
v [Υ̂ ]+, ||Γ (t+1)

v ||2 ̸= 0

0U , ||Γ (t+1)
v ||2 = 0

。
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